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 Just as a mountaineer climbs a mountain – because it is there, so

a good mathematics student studies new material because

it is there. – JAMES B. BRISTOL

7.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÇâëðËéôñ Õñé âËðÆò¶Çàò ç¶ Ã¿Õñê å¶ Õ¶ºçðå ÔËÍ ëñé» ç¶ ×ðÅë»

ç¶ ñÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅò» êÌíÅÇôå Õðé çÆ î¹ôÇÕñ Áå¶ ÇÂÃ åð·» çÆÁ»

ð¶ÖÅò» çÆ ãñÅé çÆ ×äéÅ ÕðéÅ âËðÆò¶Çàò ç¶ ñÂÆ îÈñ êÌ¶ðäÅ ÃÆÍ

ÇÂéÇà×ðñ Õñé, ëñé» ç¶ ×ðÅë éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ù

êÌíÅÇôå Õðé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñ

éÅñ êÌ¶Çðå ÔËÍ

Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé f ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÇâëðËéôÆÂ¶ìñ ÔË

ÁðæÅå I ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ëñé ç¶ âËðÆò¶Çàò f  çÆ Ô¯ºç ÔË, å» ÇÂ¼Õ

Õ°çðåÆ êÌôé À°áçÅ ÔË ÇÕ Üç¯º ÇÕ I ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f  Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ

ÔË å» ÕÆ ÁÃÆº ëñé f êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»? À°Ô ÃÅð¶ ëñé ÇÜÔé»

ñÂÆ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé À°Ã ç¶ âËðÆò¶Çàò ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¯ÇÂÁÅ

ÔË, ÇÂÃ ëñé ç¶ êÌåÆ âËðÆò¶Çàò ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Á¼×¶, À°Ô ÃÈåð ÇÜÃ

éÅñ ÇÂÔ ÃÅð¶ êÌåÆ âËðÆò¶Çàò êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé, ëñé çÅ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ êÌåÆ

âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé çÆ ÇÂÔ ÇÕÇðÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÕðéÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÆ î¹ôÇÕñ ìÔ¹å

ÁîñÆ ÔÅñå» Çò¼Ú ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ À°çÅÔðé Üç¯º ÃÅù ÇÕÃ¶ êñ À°Ã òÃå± çÅ ååÕÅñÆ ò¶× êåÅ Ô¯ò¶, å»

Õ°çðåÆ êÌôé À°µáçÅ ÔË ÕÆ ÁÃÆº À°Ã êñ å¶ À°Ã òÃå± çÆ ÃÇæåÆ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»? ÇÂÃ åð·» çÆÁ»

ìÔ¹å ÁîñÆ Áå¶ ×Ëð ÁîñÆ ÔñÅå ÁÅÀ°ºçÆÁ» Ôé, ÇÜ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÕÇðÁÅ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ

Õñé çÅ ÇòÕÅÃ Ô¶á ÇñÖÆÁ» òð×ÆÁ» î¹ôÇÕñ» ç¶ Ô¼ñ Õðé ç¶ ïåé» çÅ éåÆÜÅ ÔËÍ

(a) Üç¯º ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò êåÅ Ô¯ò¶, å» À°Ã ëñé ù êåÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñ,

(b) Çç¼åÆÁ» ôðå» ç¶ Á³åð×å ëñé ç¶ ×ðÅë éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ êåÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñÍ

À°êð¯Õå ç¯é» Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ç¯ ðÈê» ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÆÁ» Ôé, Áé§å ÇÂéÇà×ðñ

Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñÍ ÇÂÔé» ç¯é» çÅ ÇÂÕ¼áÅ ðÈê ÇÂéÇà×ðñ Õñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

G .W. Leibnitz
(1646–1716)
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Áé§å ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ç¶ î¼è ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔË ÇÜÃ ù Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ é¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ù ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× ç¶ ñÂÆ

ÇÂ¼Õ ÁîñÆ Á½÷Åð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇåÁÅð ÕÆåÅ ÔËÍ ÁðæôÅÃåð, Çò¼å Áå¶ Ã¿íÅÇòÕåÅ ÇÜò¶º ÇÕ ò¼Ö-

ò¼Ö Ö¶åð» çÆÁ» ìÔ¹å åð·» çÆÁ» ÇçñÚÃê î¹ôÇÕñ» ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ

òðå¯º ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Áé§å Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ À°Ôé» ç¶ Õ¼°Þ

î¹¼ãñ¶ ×¹ä» å¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» åÕéÆÕ» ç¶ ÁÇèÁËé å¼Õ ÃÆÇîå ð¼Ö»×¶Í

7.2 ÇÂéÇà×ðñ ù ÇâëðËéÃ¶ôé ç¶ À°ñà ç¶ ðÈê Çò¼Ú (Integration as the Inverse
Process of Differentiation)

ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ðñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÕÃ¶ ëñé çÅ ÇâëðËéÃ¶ôé êåÅ Õðé çÆ æ»

å¶ ÃÅù ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÈñ ÁðæÅå òÅÃåÇòÕ ëñé êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ

ÇÕÔÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé Ü» êÌåÆ âËðÆò¶Çàò ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° Ô¶á ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðé» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ (sin )
d

x
dx

= cos x ... (1)

3

3

d x

dx

 
   = x2 ... (2)

Áå¶ ( )xd
e

dx
= ex ... (3)

ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðé (1)Çò¼Ú ëñé cos x ëñé sin x çÅ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº

ÇÂÃ åð·» òÆ ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ cos x çÅ êÌÌåÆ âËðÆò¶Çàò(Ü» ÇÂéÇà×ðñ)sin x ÔËÍ ÇÂÃ åð·»(2)Áå¶

(3)éÅñ x2 Áå¶ ex ç¶ êÌåÆâËðÆò¶Çàò(Ü» ÇÂéÇà×ðñ)́ îòÅð
3

3

x
Áå¶ ex ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ Çëð ÁÃÆº

é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ C]ÇÜÃ ù ÁÚñ ëñé î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔË, çÅ âËðÆò¶Çàò ÇÃëð

ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº(1)](2)Áå¶ (3)ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» :

(sin + C) cos
d

x x
dx

,
3

2( + C)
3


d x

x
dx

Áå¶ ( + C) x xd
e e

dx

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå ëñé» ç¶ ÁËºàÆ-âËðÆò¶Çàò Ü» ÇÂéÇà×ðñ Çòñ¼Öä éÔÆº

ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÔé» ëñé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ëñé ç¶ ÁäÇ×äå ÁËºàÆ-âËðÆò¶Çàò Ôé, ÇÜÔé» ù ÁÃÆº

òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Ú¯º ÁÚñ C ù Õ¯ÂÆ òÆ î¹¼ñ Ú¹ä Õ¶ êÌÅêå Õð ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔÆ ÕÅðé

ÔË ÇÕ C ù ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú C ÇÂ¼Õ êËðÅîÆàð ÔË, ÇÜÃç¶ î¹¼ñ ù ìçñ Õ¶
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ÁÃÆº Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé ç¶ ÇòÇí¿é êÌåÆ âËðÆò¶Çàò» Ü» ÇÂéÇà×ðñ» ù êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í Ç÷ÁÅçÅ

ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú, Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé F ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ F ( ) = ( )
d

x f x
dx

, ÃÅð¶ x I(Á³åðÅñ)

å» Ôð¶Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ C, (ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ) ç¶ ñÂÆ  F ( ) + C = ( )
d

x f x
dx

, x  I

ÇÂÃ åð·» {F + C, C  R}, f ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶ C

ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇÂ¼Õ¯ âËðÆò¶Çàò òÅñ¶ ëñé» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ù çðÃÅÀ°ä ñÂÆ,

î³é ñú g Áå¶ h ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ ëñé Ôé ÇÜÃç¶ âËðÆò¶Çàò Á³åðÅñ I Çò¼Ú ìðÅìð ÔéÍ

f (x) = g (x) – h (x),  x  I ç¹ÁÅðÅ êÌíÅÇôå ëñé f = g – h å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

å»
df

dx
= f = g – h éÅñ f (x) = g (x) – h (x)  x  I êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ü» f (x) = 0, ÃÅð¶  x  I ñÂÆ(êÇðÕñêéÅ éÅñ)
Ü» I Çò¼Ú x ç¶ ìÅìå f ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÇÃëð ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ f ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ

À°êð¯Õå Çà¼êäÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñäÅ ÜÅÇÂ÷ ÔË ÇÕ êÇðòÅð {F + C, C  R}, f ç¶

ÃÅð¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ù êÌçÅé ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ éò¶º Ã¿Õ¶å, ( )f x dx ù ê¶ô Õðç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ç¶ êÈð¶ êÇðòÅð ù

çðÃÅÂ¶×ÅÍ ÇÜÃ ù x ç¶ ìÅìå Çò¼Ú f ç¶ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇó·ÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Ã¿Õ¶åÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº ( ) = F ( ) + Cf x dx x ÇñÖç¶ Ô»Í

Ã¿Õ¶åé ðÈê Çò¼Ú Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ ( )
dy

f x
dx

 , å» ÁÃÆº y = ( )f x dx ÇñÖç¶ Ô»Í

Ã½ÖÅ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÇÖÁ» Ã¿Õ¶å»@êç» òÅÕ»Ã çÅ À°Ôé» ç¶ Áðæ» Ãî¶å ÃÅðäÆ G.A Çò¼Ú

Ç÷Õð Õðç¶ Ô»Í

ÃÅðéÆ 7.1

Ã¿Õ¶å@êç@òÅÕ»ô Áðæ

( )f x dx f çÅ x ç¶ ìÅìå ÇÂéÇà×ðñ

( )f x dx Çò¼Ú f (x) ÇÂéàË×ðËºâ
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( )f x dx Çò¼Ú x ÇÂéÇà×ðñ çÅ Úñ

ÇÂéÇà×ð¶à ÕðéÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕðéÅ

f çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ ëñé F ÇÜÃç¶ ñÂÆ

F(x) = f (x)

ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆ ÇÕÇðÁÅ

ÇÂéÇà×ðñ çÅ ÁÚñ Õ¯ÂÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃ ù ÁÚñ

ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé ëñé» ç¶ âËðÆò¶Çàò» ç¶ ÃÈåð ÜÅäç¶ Ô»Í ÇÂÔé» ÃÈåð» ç¶

Ã¿×å ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ ç¶ êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» ù å°ð¿å ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔé» êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ ÃÈÚÆ Ô¶á

ÇñÖÆ ÔË ÇÜÔé» çÆ òðå¯º ÁÃÆº ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú Õð»×¶Í

âËðÆò¶Çàò Derivatives ÇÂéÇà×ðñ (êÌåÆâËðÆò¶Çàò)
Integrals (Antiderivatives)

(i)
1

1

n
nd x

x
dx n

 
 

 

1

C
1

n
n x

x dx
n



 
 , n  –1

ÖÅÃ å½ð å¶ ÁÃÆº ò¶ÇÖÁÅ

  1
d

x
dx

 Cdx x 

(ii)  sin cos
d

x x
dx

 cos sin Cx dx x 

(iii)  – cos sin
d

x x
dx

 sin cos Cx dx – x 

(iv)   2tan sec
d

x x
dx

 2sec tan Cx dx x 

(v)   2– cot cosec
d

x x
dx

 2cosec cot Cx dx – x 

(vi)  sec sec tan
d

x x x
dx

 sec tan sec Cx x dx x 

(vii)  – cosec cosec cot
d

x x x
dx

 cosec cot – cosec Cx x dx x 
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(viii)  – 1

2

1
sin

1

d
x

dx – x
 – 1

2
sin C

1

dx
x

– x
 

(ix)  – 1

2

1
– cos

1

d
x

dx – x
 – 1

2
cos C

1

dx
– x

– x
 

(x)  – 1

2

1
tan

1

d
x

dx x




– 1

2
tan C

1

dx
x

x
 



(xi)  – 1

2

1
– cot

1

d
x

dx x




– 1

2
cot C

1

dx
– x

x
 



(xii)  – 1

2

1
sec

1

d
x

dx x x –
 – 1

2
sec C

1

dx
x

x x –
 

(xiii)  – 1

2

1
– cosec

1

d
x

dx x x –
 – 1

2
cosec C

1

dx
– x

x x –
 

(xiv) ( )x xd
e e

dx
 Cx xe dx e 

(xv)   1
log

d
x

dx x


1
log Cdx x

x
 

(xvi)
log

x
xd a

a
dx a

 
  

C
log

x
x a

a dx
a

 

Çà¼êäÆ ÁîñÆ ðÈê Çò¼Ú, ÁÃÆº ÁÅî å½ð å¶ À°Ã Á³åðÅñ çÅ Ç÷Õð éÔÆº Õðç¶ ÇÜÔé» Çò¼Ú

ò¼Ö ò¼Ö ëñé êÌíÅÇôå ÔéÍ Çëð òÆ ÇÕÃ¶ òÆ ÖÅÃ êÌôé Çò¼Ú ÇÂÃ ù òÆ ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼ÖäÅ ÚÅÔÆçÅ

ÔËÍ

7.2.1 Áé§å ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÜÁÅÇîåÕ ÇòÁÅÇÖÁÅ (Geometrical interpretation of

indefinite integral)

î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = 2 x å» 2( ) Cf x dx x  Áå¶ C ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇòÇí¿é

ÇÂéÇà×ðñ êÅÀ°ºç¶ Ô»Í êð¿åÈ ÇÂÔ ÃÅð¶ ÇÂéÇà×ðñ ÇÜÁÅîÇåÕ å½ð å¶ ÇÂÕ¯ ÇÜÔ¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·»

y = x2 + C, ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔË, ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ C, ù
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ÇòÇí¿é î¹¼ñ êÌçÅé ÕðÕ¶ ÁÃÆº êÇðòÅð ç¶ ò¼Ö ò¼Ö îËºìð êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔ Ãí çÅ ÃæÅÇêå ðÈê

Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú Ôð¶Õ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ êËðÅì¯ñÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ

è¹ðÅ y-è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ ÔËÍ

Ãê¼ôà å½ð å¶ C = 0 ç¶ ñÂÆ ÃÅù y = x2 ÇîñçÅ ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ êËðÅì¯ñÅ ÔË ÇÜÃçÅ ÇÃÖð

îÈñ Çì³çÈ å¶ ÔËÍ C = 1 ç¶ ñÂÆ, òÕð y = x2 + 1 êËðÅì¯ñÅ y = x2 ù ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ y-è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ

èéÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú åìçÆñ Õðé å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ C = – 1, ç¶ ñÂÆ òÕð y = x2 – 1 êËðÅì¯ñÅ

y = x2 ù ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ y-è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ

ÇðäÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú åìçÆñ Õðé å¶

êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» C, ç¶ Ôð¶Õ

èéÅåîÕ î¹¼ñ ñÂÆ êÇðòÅð ç¶ Ôð¶Õ êËðÅì¯ñÅ

çÅ ÇÃÖð y-è¹ð¶ ç¶ èéÅåîÕ êÅÃ¶ ò¼ñ ÔË

Áå¶ C ç¶ ÇðäÅåîÕ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ

êËðÅì¯ñÅ çÅ ÇÃÖð y-è¹ð¶ ç¶ ÇðäÅåîÕ êÅÃ¶

ò¼ñ ÔËÍ ÇÂÔé» êËðÅì¯ñÅ Çò¼Ú¯º Õ¼°Þ ù ÇÚ¼åð

G.A Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» êËðÅì¯ñÅ ç¶ ð¶ÖÅ x =

a éÅñ Õ¼àä å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð G.A

Çò¼Ú ÁÃÆº a > 0 ÇñÁÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ a <

0 ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ Üç¯ºÇÕ ð¶ÖÅ x = a

êËðÅì¯ñÅ y = x2, y = x2 + 1, y = x2 + 2,

y = x2 – 1, y = x2 – 2 ù ´îòÅð Çì³çÈÁ»a
P

0
, P

1
, P

2
, P

–1
, P

–2
ÁÅÇç å¶ Õ¼àçÆ ÔËÍ

å» ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶
dy

dx
çÅ î¹¼ñ

2a ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ»

Çì³çÈÁ» å¶ òÕð» çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð

ÔéÍ ÇÂÃ åð·»

2
C2 C F ( )x dx x x  

(î³é ñÀ°)éÅñ êåÅ ÚñçÅ ÔË ÇÕ òÕð» y = F
C
(x), CR, ç¶ ð¶ÖÅ x = a, éÅñ Õ¼àä òÅñ¶ Çì³çÈÁ»

å¶ òÕð» çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð ÔË ÇÂ¼æ¶ a  R ÇÂÃ å¯º À°êð¿å Ô¶á ÇñÇÖÁÅ Õæé

( ) F ( ) Cf x dx x y   (î³é ñÀ°)òÕð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ C ç¶ ÇòÇí¿é î¹¼ñ» ç¶

Ã¿×å ÃÅù ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇòÇí¿é îËºìð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÔé» îËºìð» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ òÕð ù

ÇÚ¼åð G.A
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ÁÅêä¶ Ãî»åð åìçÆñ ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÂÔÆ ÇÜÁÅÇîåÕ

ÇòÁÅÇÖÁÅ ÔËÍ

7.2.2 Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» (Some properties of indefinite integrals)

ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Õ°Þ ×¹ä» ù êÌÅêå Õð»×¶Í

(i) Ô¶á ÇñÇÖÁ» éåÆÇÜÁ» Çò¼Ú ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ç¶ À°ñà ÔéÍ

( )
d

f x dx
dx  = f (x)

Áå¶ ( )f x dx = f (x) + C, ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔËÍ

êÌîÅä î³é ñÀ° ÇÕ F]f çÅ ÇÂ¼Õ êÌåÆâËðÆò¶Çàò ÔË ÁðæÅå

F( )
d

x
dx

= f (x)

å» ( )f x dx = F(x) + C

ÇÂÃ ñÂÆ ( )
d

f x dx
dx  =  F ( ) + C

d
x

dx

= F ( ) = ( )
d

x f x
dx

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ ÔË ÇÕ

f (x) = ( )
d

f x
dx

Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ( )f x dx = f (x) + C

ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔË ÇÜÃ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

(ii) ç¯ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ÇÜÔé» ç¶ âËðÆò¶Çàò ìðÅìð Ôé, òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ ÔÆ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºç¶

Ôé Áå¶ ÇÂÃ åð·» ç¯ò¶º Ãîå°¼ñ ÔéÍ

êÌîÅä î³é ñÀ° f Áå¶ g ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ ëñé ÔË å» ÇÕ

( )
d

f x dx
dx  = ( )

d
g x dx

dx 

Ü» ( ) ( ) 0
d

f x dx – g x dx
dx
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Ü» ( ) ( ) Cf x dx – g x dx   , ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ(ÇÕÀ°º?)

Ü» ( ) ( ) Cf x dx g x dx  

ÇÂÃ ñÂÆ òÕð» ç¶ êÇðòÅð  1 1( ) C , Cf x dx   R

Ü»  2 2( ) C , Cg x dx   R ÇÂ¼Õ ÃîÅé ÔéÍ

ÇÂÃ åð·» ( ) ( )f x dx g x dx vkSj Ãîå°¼ñ ÔéÍ

Çà¼êäÆ ç¯ êÇðòÅð»  1 1( ) + C ,Cf x dx  R Áå¶  2 2( ) + C ,Cg x dx  R çÆ

Ãîå°ñéÅ ù ÁÅî å½ð å¶ ( ) = ( )f x dx g x dx  , ÇñÖ Õ¶ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÜÃ Çò¼Ú êËðÅîÆàð çÅ

Õ¯ÂÆ Ç÷Õð éÔÆº ÔËÍ

(iii)  ( ) + ( ) ( ) + ( )f x g x dx f x dx g x dx  
êÌîÅä ×¹ä (i)éÅñ

[ ( ) + ( )] ( ) + ( )
d

f x g x dx f x g x
dx

    ... (1)

çÈÜ¶ êÅÃ¶ ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

( ) + ( ) ( ) + ( )
d d d

f x dx g x dx f x dx g x dx
dx dx dx

  
     ( ) ( )f x g x  ... (2)

ÇÂÃ åð·» ×¹ä (ii)çÆ ð¯ôéÆ Çò¼Ú (1)Áå¶(2)éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    

(iv) ÇÕÃ¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ k, ç¶ ñÂÆ ( ) ( )k f x dx k f x dx 

êÌîÅä : ×¹ä (i) éÅñ ( ) ( )
d

k f x dx k f x
dx



Áå¶ ( ) ( ) = ( )
d d

k f x dx k f x dx k f x
dx dx

    

ÇÂÃ ñÂÆ ×¹ä (ii) çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ( ) ( )k f x dx k f x dx 
(v) ×¹ä (iii) Áå¶ (iv) çÅ f

1
, f

2
, ..., f

n
ëñé» çÆ ÃÆÇîå Ã¿ÇÖÁÅ Áå¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» k

1
,

k
2
, ..., k

n
ç¶ ñÂÆ òÆ ÇòÁÅêÕ ðÈê ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ Ô¶á» Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Áå¶
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 1 1 2 2( ) ( ) ( )n nk f x k f x ... k f x dx  
= 1 1 2 2( ) ( ) ( )n nk f x dx k f x dx ... k f x dx    

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Á³åð Ç×ÁÅé éÅñ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé

ù ñ¼íç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔËÍ ñ¯óÆºç¶ ëñé çÆ ÇÂÃ åð·» çÆ Ö¯Ü, Ü¯ Çç¼å¶ Ô¯Â¶

ëñé ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË, ù ÇéðÆÖä éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÕðéÅ ÕÇÔ³ç¶

ÔéÍ ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» å¯º ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A. ÇéðÆÖä ÇòèÆ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ Ô¶á ÇñÇÖÁ» ëñé» çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯Í

(i) cos 2x (ii) 3x2 + 4x3 (iii)
1

x
, x  0

Ô¼ñ :

(i) ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ö¯Ü ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò cos 2x ÔËÍ

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
d

dx
(sin 2x) = 2 cos 2x

Ü» cos 2x =
1

2

d

dx
(sin 2x) =

1
sin 2

2

d
x

dx

 
 
 

ÇÂÃ ñÂÆ cos 2x çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò
1

sin 2
2

x ÔËÍ

(ii) ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ö¯Ü ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò 3x2 + 4x3 ÔËÍ

Ô¹ä  3 4d
x x

dx
 = 3x2 + 4x3

ÇÂÃ ñÂÆ 3x2 + 4x3 çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò x3 + x4 ÔËÍ

(iii) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

1 1 1
(log ) 0 [log ( )] ( 1) 0

d d
x , x – x – , x

dx x dx – x x
    vkjS

ÇÂÔé» ç¯é» ù ÇÂÕ¼áÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ  
1

log 0
d

x , x
dx x

 

ÇÂÃ ñÂÆ
1

logdx x
x

 , Ü¯ ÇÕ
1

x
ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i)
3

2

1x –
dx

x (ii)
2

3( 1)x dx (iii)

2

3
1

( 2 – )xx e dx
x



Áå¶
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Ô¼ñ : ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ ÔË :

3
2

2

1 –x –
dx x dx – x dx

x
   (×¹äÅ v éÅñ)

=

1 1 2 1

1 2C C
1 1 2 1

–x x
–

–

    
    

    
; C

1
, C

2
ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ ÁÚñ ÔéÍ

=

2 1

1 2C C
2 1

–x x
– –

–


=
2

1 2

1
+ C C

2

x
–

x


=
2 1

+ C
2

x

x
 , ÇÂ¼æ¶ C = C

1
– C

2
ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ ÔËÍ

 Çà¼êäÆ ÇÂÃç¶ Á¼×¶ ÁÃÆº ÇÃðë ÁÅÖðÆ À°µåð Çò¼Ú ÇÂ¼Õ¯ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÁÚñ ÇñÖ»×¶Í

(ii) ÇÂ¼æ¶

2 2

3 3( 1)x dx x dx dx    

=

2
1

3

C
2

1
3

x
x



 


=

5

3
3

C
5

x x 

(iii) ÇÂ¼æ¶

3 3

2 2
1 1

( 2 ) 2x xx e – dx x dx e dx – dx
x x

     

=

3
1

2

2 – log + C
3

1
2

xx
e x







=

5

2
2

2 – log + C
5

xx e x

À°çÅÔðä C. Ô¶á ÇñÇÖÁ» ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í
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(i) (sin cos )x x dx (ii) cosec (cosec cot )x x x dx

(iii) 2

1 sin

cos

– x
dx

x
Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶

(sin cos ) sin cosx x dx x dx x dx    
= – cos sin Cx x 

(ii) ÇÂ¼æ¶

2(cosec (cosec + cot ) cosec cosec cotx x x dx x dx x x dx   
= – cot cosec Cx – x 

(iii) ÇÂ¼æ¶

2 2 2

1 sin 1 sin

cos cos cos

– x x
dx dx – dx

x x x
  

=
2sec tan secx dx – x x dx 

= tan sec Cx – x 

À°çÅÔðä D. f (x) = 4x3 – 6 éÅñ êÌíÅÇôå ëñé f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶

F(0) = 3 ÔËÍ

Ô¼ñ : f (x) çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò x4 – 6x ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ
4( 6 )

d
x – x

dx
= 4x3 – 6, ÇÂÃ ñÂÆ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F,

F(x) =x4 – 6x + C, éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ C ÁÚñ ÔËÍ

Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ F(0) = 3

ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË 3 = 0 – 6  0 + C

Ü» C = 3

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F (x) = x4 – 6x + 3 éÅñ êÌíÅÇôå ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä ëñé ÔËÍ

Çà¼êäÆ :

(i) ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Üç¯º ÇÕ f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ÔË å» F + C, ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔË, òÆ

f çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Üç¯º ÇÕ ÁÃÆº ëñé f çÅ ÁËºàÆ ÇÂ¼Õ âËðÆò¶Çàò F êåÅ
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ÔË å» ÁÃÆº F Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ ÁÚñ Ü¯ó Õ¶ f ç¶ Áé§å ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÜÔé»

F (x) + C, C  R ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇòÔÅðÕ òðå¯º Çò¼Ú, ÁÅî å½ð å¶

ÇÂ¼Õ Ô¯ð ôðå ù Ã¿å°ôà ÕðéÅ ÷ðÈðÆ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃ å¯º C çÅ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ î¹¼ñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶

ÇÜÃç¶ éåÆÜ¶ òÜ¯º Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(ii) Õç¶&Õç¶ F ù ÁèÅðÆ ëñé» ÇÜò¶º ÇÕ ìÔ¹êç, ñØÈ×äÕ, Úñ ØÅå ëñé, ÇåÕ¯äÇîåÆ Áå¶

À°ñà ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé» ÁÅÇç ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°äÅ Ã¿íò éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ( )f x dx

êåÅ ÕðéÅ Á½ÖÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðé : ÇéðÆÖä ÇòèÆ éÅñ
2– xe dx ù êåÅ ÕðéÅ Ã¿íò

éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇéðÆÖä éÅñ ÁÃÆº À°Ã ëñé çÅ êåÅ éÔÆº Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò
2– xe ÔËÍ

(iii) Üç¯º ÇÕ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ Úñ x, ç¶ ÇÂñÅòÅ Ô¯ð Õ¯ÂÆ ÔË å» ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÃÈåð çÅ À°Ã ÇÔÃÅì

éÅñ éòÆéÆÕðé Õð ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðé :

4 1
4 51

C C
4 1 5

y
y dy y



   


ÁÇíÁÅÃ G.A

Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò(ÇÂéÇà×ðñ)ÇéðÆÖä ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ êåÅ Õð¯Í

1. sin 2x 2. cos 3x 3. e2x

4. (ax + b)2 5. sin 2x – 4 e3x

Ô¶á» ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯Í

6.
3(4 + 1)xe dx 7.

2

2

1
(1 – )x dx

x 8.
2( )ax bx c dx 

9.
2(2 )xx e dx 10.

2
1

x – dx
x

 
 
 
 11.

3 2

2

5 4x x –
dx

x




12.

3 3 4x x
dx

x

 
 13.

3 2 1

1

x x x –
dx

x –

 
 14. (1 )– x x dx

15.
2( 3 2 3)x x x dx  16. (2 3cos )xx – x e dx

17.
2(2 3sin 5 )x – x x dx 18. sec (sec tan )x x x dx
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19.

2

2

sec

cosec

x
dx

x 20.
2

2 – 3sin

cos

x

x dx

êÌôé BA Áå¶ BB Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÅ Ú¯ä Õð¯ :

21.
1

x
x

 
 

 
çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ

(A)
1 1

3 2
1

2 C
3

x x  (B)
2

23
2 1

C
3 2

x x 

(C)
3 1

2 2
2

2 C
3

x x  (D)
3 1

2 2
3 1

C
2 2

x x 

22. Üç¯º ÇÕ
3

4

3
( ) 4

d
f x x

dx x
  ÇÜÃ Çò¼Ú f (2) = 0 å» f (x) ÔË :

(A)
4

3

1 129

8
x

x
  (B)

3

4

1 129

8
x

x
 

(C)
4

3

1 129

8
x

x
  (D)

3

4

1 129

8
x

x
 

7.3 ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» ÇòèÆÁ» (Methods of Integration)

ÇêÛñ¶ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ, Ü¯ Õ¼°Þ ëñé» ç¶ âËðÆò¶Çàò éÅñ

ÃðñåÅêÈðòÕ êÌÅêå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÃéÍ ÇÂÔ ÇéðÆÖä å¶ ÁèÅÇðå ÇòèÆ ÃÆ, ÇÂÃ Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ç¶

ëñé F çÆ Ö¯Ü ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò f ÔË ÇÂÃ å¯º f çÅ ÇÂéÇà×ðñ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ êð

ÇéðÆÖä å¶ ÁèÅÇðå ÇÂÔ ÇòèÆ ìÔ¹å ëñé» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ìÔ¹å ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ»

ù êÌîÅäÕ ðÈê Çò¼Ú åìçÆñ Õðç¶ Ô¯Â¶ À°Ôé» êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÅù Ô¯ð ÇòèÆÁ» ÇòÕÇÃå Õðé çÆ

÷ðÈðå ÔËÍ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º î¹¼Ö ÇòèÆÁ» Ô¶á ÇñÖ¶ å¶ ÁÅèÅÇðå ÔéÍ

1. êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé

2. ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú å¯ó ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé

3. Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

7.3.1 êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by substitution)

ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í Á÷Åç Úñ x

ù t Çò¼Ú ìçñä ñÂÆ x = g (t) êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô¯Â¶ Çç¼å¶ ×Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ( )f x dx Ô¯ð ðÈê
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Çò¼Ú ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

I = ( )f x dx å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¹ä x = g(t) êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ
dx

dt
= g(t)

ÁÃÆº dx = g(t) dt ÇñÖç¶ Ô»

ÇÂÃ åð·» I = ( ) { ( )} ( )f x dx f g t g t dt  
êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ Úñ ìçñä çÅ ÃÈåð ÃÅâ¶ Õ¯ñ À°êñìè Á½÷Åð» Çò¼Ú¯º

ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé Á½÷Åð ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°äÅ Ôî¶ôÅ îÔ¼åòêÈðé ÔË ÇÕ ÃÔÆ êÌåÆÃæÅêé ÕÆ

Ô¯ò¶×Å? ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé ç¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô» ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò ÇÂéÇà×ðËºâ

Çò¼Ú Ô¯ò¶, ÇÜò¶ºÇÕ Ô¶á» ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðé» éÅñ Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä E. Ô¶á» ÇñÖ¶ ëñé» çÅ x ç¶ ìÅìå Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

(i) sin mx (ii) 2x sin (x2 + 1) (iii)
4 2tan secx x

x

(iv)
1

2

sin (tan )

1

– x

x

Ô¼ñ :

(i) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ mx çÅ âËðÆò¶Çàò m ÔËÍ Á³å mx = t êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô», å» ÇÕ

mdx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
1

sin sinmx dx t dt
m

  = –
1

m
cos t + C = –

1

m
cos mx + C

(ii) x2 + 1 çÅ âËðÆò¶Çàò 2x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº x2 + 1 = t ç¶ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» å»

ÇÕ 2x dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
22 sin ( 1) sinx x dx t dt   = – cos t + C = – cos (x2 + 1) + C

(iii) x çÅ âËðÆò¶Çàò

1

2
1 1

2 2

–
x

x
 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº

1

2
x t dx dt

x
 oQs izfrLFkkiudkmi;kxs djrsgSarkfd ÇÜÃ éÅñ¶ dx = 2t

dt êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ç¶ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» å» ÇÕ
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ÇÂÃ ñÂÆ

4 2 4 2tan sec tan sec 2x x t t t dt
dx

tx
  =

4 22 tan sect t dt

Çëð å¯º ÁÃÆº çÈÃðÅ êÌåÆÃæÅêé tan t = u Õðç¶ Ô» å»ÇÕ sec2 t dt = du

ÇÂÃ ñÂÆ
4 2 42 tan sec 2t t dt u du  =

5

2 C
5

u


=
52

tan C
5

t  (ÇÕÀ°ºÇÕ u = tan t)

=
52

tan C ( )
5

x t x D;ksafd

ÇºÂÃ ñÂÆ

4 2
5tan sec 2

tan C
5

x x
dx x

x
 

çÈÜÅ ìçñ tan x t êÌåÆÃæÅêé Õð¯

(iv) 1tan– x çÅ âËðÆò¶Çàò 2

1

1 x
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº tan–1 x = t êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô»

å» ÇÕ 21

dx

x
= dt

ÇÂÃ ñÂÆ

1

2

sin (tan )
sin

1

– x
dx t dt

x


  = – cos t + C = – cos (tan –1x) + C

Ô¹ä ÁÃÆº Õ¼°Þ îÔ¼åòêÈðé ÇÂéÇà×ðñ» ÇÜÔé» Çò¼Ú ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé» Áå¶ À°Ãç¶ êÌîÅÇäå

ÇÂéÇà×ðñ» çÆ òðå¯º êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔË, å¶ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔé»

ù ìÅÁç Çò¼Ú Çìé» ÇÕÃ¶ ÔòÅñ¶ å¯º òðÇåÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ

(i) tan log sec Cx dx x 

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
sin

tan
cos

x
x dx dx

x
 

cos x = t, êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å»ÇÕ sin x dx = – dt

Ô¹ä tan log C log cos C
dt

x dx – – t – x
t

     

ÁðæÅå tan log sec Cx dx x 

ÇÕÀ°ºÇÕ
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(ii) cot log sin Cx dx x 

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ
cos

cot
sin

x
x dx dx

x
 

sin x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å»ÇÕ cos x dx = dt

åç cot
dt

x dx
t

 

= log Ct 

= log sin Cx 

(iii) sec log sec tan Cx dx x x  

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ,
sec (sec tan )

sec
sec + tan

x x x
x dx dx

x x


 

sec x + tan x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯ sec x (tan x + sec x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ sec log + C = log sec tan C
dt

x dx t x x
t

    

(iv) cosec log cosec cot Cx dx x – x 

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ,
cosec (cosec cot )

cosec
(cosec cot )

x x x
x dx dx

x x




 

cosec x + cot x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯

å» Ü¯ – cosec x (cot x + cosec x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ cosec – – log | | – log |cosec cot | C
dt

x dx t x x
t

     

=
2 2cosec cot

– log C
cosec cot

x x

x x






= log cosec cot Cx – x 

À°çÅÔðä F. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯ :

(i)
3 2sin cosx x dx (ii)

sin

sin ( )

x
dx

x a (iii)
1

1 tan
dx

x

Ô¼ñ :
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(i) ÇÂ¼æ¶
3 2 2 2sin cos sin cos (sin )x x dx x x x dx 

=
2 2(1 – cos ) cos (sin )x x x dx

t = cos x êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ dt = – sin x dx

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2 2 2sin cos (sin ) (1 – )x x x dx – t t dt 

=

3 5
2 4( – ) C

3 5

t t
– t t dt – –

 
  

 


=
3 51 1

cos cos C
3 5

– x x 

(ii) x + a = t êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
sin sin ( )

sin ( ) sin

x t – a
dx dt

x a t


 

=
sin cos cos sin

sin

t a – t a
dt

t

= cos – sin cota dt a t dt 

= 1(cos ) (sin ) log sin Ca t – a t  

= 1(cos ) ( ) (sin ) log sin ( ) Ca x a – a x a    

= 1cos cos (sin ) log sin ( ) C sinx a a a – a x a – a 

ÇÂÃ ñÂÆ
sin

sin ( )

x
dx

x a = x cos a – sin a log |sin (x + a)| + C

ÇÂ¼æ¶ C = – C
1

sin a + a cos a, ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔËÍ

(iii)
cos

1 tan cos sin

dx x dx

x x x


  

=
1 (cos + sin + cos – sin )

2 cos sin

x x x x dx

x x

=
1 1 cos – sin

2 2 cos sin

x x
dx dx

x x
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=
1C 1 cos sin

2 2 2 cos sin

x x – x
dx

x x
 

 ... (1)

Ô¹ä
cos sin

I
cos sin

x – x
dx

x x


 å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¹ä cos x + sin x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ (–sin x + cos x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2I log C
dt

t
t

   = 2log cos sin Cx x 

I ù (1)Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»

1 2C C1
+ + log cos sin

1 tan 2 2 2 2

dx x
x x

x
  



=
1 2C C1

+ log cos sin
2 2 2 2

x
x x  

=
1 2C C1

+ log cos sin C C
2 2 2 2

x
x x ,

 
    

 

ÁÇíÁÅÃ G.B

1å¯º 37å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. 2

2

1

x

x
2.

 2
log x

x
3.

1

logx x x

4. sin sin (cos )x x 5. sin ( ) cos ( )ax b ax b 

6. ax b 7. 2x x  8. 21 2x x

9. 2(4 2) 1x x x   10.
1

x – x
11.

4

x

x 
, x > 0

12.
1

3 53( 1)x – x 13.

2

3 3(2 3 )

x

x
14. 1

(log )mx x
, x > 0, m  1

15. 29 4

x

– x
16. 2 3xe  17. 2x

x

e

18.

1

21

–tan xe

x
19.

2

2

1

1

x

x

e –

e 
20.

2 2

2 2

x – x

x – x

e – e

e e
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21. tan2 (2x – 3) 22. sec2 (7 – 4x) 23.
1

2

sin

1

– x

– x

24.
2cos 3sin

6cos 4sin

x – x

x x
25. 2 2

1

cos (1 tan )x – x
26.

cos x

x

27. sin 2 cos 2x x 28.
cos

1 sin

x

x
29. cot x log sin x

30.
sin

1 cos

x

x
31.

 
2

sin

1 cos

x

x
32.

1

1 cot x

33.
1

1 tan– x
34.

tan

sin cos

x

x x
35.

 2
1 log x

x



36.
 2

( 1) logx x x

x

 
37.

 3 1 4sin tan

1

–x x

x

êÌôé CH Áå¶ CI Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :

38.

109

10

10 10 log

10




x

e
x

x dx

x
ìðÅìð ÔË :

(A) 10x – x10 + C (B) 10x + x10 + C

(C) (10x – x10)–1 + C (D) log (10x + x10) + C

39. 2 2sin cos

dx

x x cjkcjg%S

(A) tan x + cot x + C (B) tan x – cot x + C

(C) tan x cot x + C (D) tan x – cot 2x + C

7.3.2 ÇåÕ¯äÇîåÆ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration using
trigonometric identities)

Üç¯º ÇÂéÇà×ðËºâ Çò¼Ú Õ°Þ ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé Ü¹ó¶ Ô¹¿ç¶ Ôé, å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ

Õ¼°Þ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» ÇÜò¶ºÇÕ Ô¶á ÇñÖÆÁ» À°çÔÅðé» éÅñ ÃîÞÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä G. Ô¶á ÇñÖ¶ ù êåÅ Õð¯Í

(i)
2cos x dx (ii) sin 2 cos 3x x dx (iii)

3sin x dx

Ô¼ñ :

ìðÅìð ÔË :
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(i) ååÃîÕ cos 2x = 2 cos2 x – 1 ù ïÅç Õð¯ ÇÜÃ éÅñ

2 1 cos 2
cos

2

x
x


 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2 1

cos (1+ cos 2 )
2

x dx x dx  =
1 1

cos 2
2 2

dx x dx 

=
1

sin 2 C
2 4

x
x 

(ii) ååÃîÕ sin x cos y =
1

2
[sin (x + y) + sin (x – y)] , ù ïÅç Õð¯ (ÇÕÀ°º)

åç
1

sin 2 cos 3 sin 5 sin
2

x x dx x dx – x dx 
   

=
1 1

cos 5 cos C
2 5

– x x
 

  
 

=
1 1

cos 5 cos C
10 2

– x x 

(iii) ååÃîÕ sin 3x = 3 sin x – 4 sin3 x å¯º ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

3 3sin sin 3
sin

4

x – x
x 

ÇÂÃ ñÂÆ
3 3 1

sin sin sin 3
4 4

x dx x dx – x dx  

=
3 1

– cos cos 3 C
4 12

x x 

çÈÜÅ ìçñ :
3 2sin sin sinx dx x x dx  =

2(1 – cos ) sinx x dx
cos x = t ð¼Öä å¶ – sin x dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ  3 2sin 1x dx – – t dt  =
3

2 C
3

t
– dt t dt – t    

=
31

cos cos C
3

– x x 

Çà¼êäÆ : ÇåÕ¯äÇîåÆ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ç¯ò¶º À°µåð Ãîå°¼ñ

ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ 7-3

1å¯º BB å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. sin2 (2x + 5) 2. sin 3x cos 4x 3. cos 2x cos 4x cos 6x
4. sin3 (2x + 1) 5. sin3 x cos3 x 6. sin x sin 2x sin 3x

7. sin 4x sin 8x 8.
1 cos

1 cos

– x

x 9.
cos

1 cos

x

x

10. sin4 x 11. cos4 2x 12.

2sin

1 cos

x

x

13.
cos 2 cos 2

cos cos

x –

x –




14.

cos sin

1 sin 2

x – x

x 15. tan3 2x sec 2x

16. tan4x 17.

3 3

2 2

sin cos

sin cos

x x

x x


18.

2

2

cos 2 2sin

cos

x x

x



19. 3

1

sin cosx x
20.  

2

cos 2

cos sin

x

x x 21. sin – 1 (cos x)

22.
1

cos ( ) cos ( )x – a x – b

êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

23.

2 2

2 2

sin cos

sin cos

x x
dx

x x


 cjkcjg%S

(A) tan x + cot x + C (B) tan x + cosec x + C

(C) – tan x + cot x + C (D) tan x + sec x + C

24. 2

(1 )

cos ( )

x

x

e x
dx

e x


 cjkcjg%S

(A) – cot (exx) + C (B) tan (xex) + C

(C) tan (ex) + C (D) cot (ex) + C

7.4 Õ¼°Þ ÖÅÃ ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ (Integrals of Some Particular Functions)

ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ îÔ¼åòêÈðé ÇÂéÇà×ðñ ÃÈåð» çÅ Ç÷Õð Õð»×¶ Áå¶ ÇÂÔé» çÆ òðå¯º

éÅñ çÈÃð¶ Ã¿ì¿Çèå êÌîÅÇäÕ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð»×¶Í

ìðÅìð ÔË :

ìðÅìð ÔË :
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(1) 2 2

1
log C

2

dx x – a

a x ax – a
 

 (2) 2 2

1
log

2

dx a x

a a xa – x




 + C

(3)
– 1

2 2

1
tan C

dx x

a ax a
 

 (4)
2 2

2 2
log C

dx
x x – a

x – a
  

(5)
– 1

2 2
sin C

dx x

aa – x
  (6)

2 2

2 2
log C

dx
x x a

x a
   




Ô¹ä ÁÃÆº À°êð¯Õå éåÆÇÜÁ» ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô»Í

(1) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ 2 2

1 1

( ) ( )x – a x ax – a




=
1 ( ) – ( ) 1 1 1

2 ( ) ( ) 2

x a x – a
–

a x – a x a a x – a x a

   
      

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2

1

2

dx dx dx
–

a x – a x ax – a

 
  

 
  

=  
1

log ( )| log ( )| C
2

| x – a – | x a
a

 

=
1

log C
2

x – a

a x a




(2) À°êð¯Õå (1)ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2 2

1 1 ( ) ( )

2 ( ) ( )–

a x a x

a a x a xa x

   
  

  
=

1 1 1

2a a x a x

 
   

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2

1

2–

dx dx dx

a a x a xa x

 
    

  

=
1

[ log | | log | |] C
2

a x a x
a
    

=
1

log C
2

a x

a a x






Çà¼êäÆ (1)Çò¼Ú çÆ òðå¯º ÕÆåÆ ×ÂÆ ÇòèÆ çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ íÅ× G.E Çò¼Ú ÕÆåÆ ÜÅò¶×ÆÍ
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(3) î³é ñÀ° x = a tan  åç dx = a sec2  d

ÇÂÃ ñÂÆ

2

2 2 2 2 2

sec

tan

dx a d

x a a a

 




  

=
11 1 1

C tan C– x
d

a a a a
    

(4) î³é ñÀ° x = a sec åç dx = a sec  tan  d

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2 2 2 2

sec tan

sec

dx a d

x a a a

  


  
 

= 1sec log sec + tan + Cd    

=

2

12
log 1 C

x x
–

a a
 

=
2 2

1log log Cx x – a a  

=
2 2log + Cx x – a , ÇÂ¼æ¶ C = C

1
– log |a|

(5) î³é ñÀ° ÇÕ x = a sin  åç dx = a cos  d

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2 2 2 2

cos

sin

dx a d

a x a – a

 


 
  =

1= + C = sin C– x
d

a
  

(6) î³é ñÀ° ÇÕ x = a tan  åç dx = a sec2 d

ÇÂÃ ñÂÆ

2

2 2 2 2 2

sec

tan

dx a d

x a a a

 


  
 

= 1sec = log (sec tan ) Cd     

=
2

12
log 1 C

x x

a a
  

=
2

1log log Cx x a | a |   
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=
2log Cx x a   , ÇÂ¼æ¶ C = C

1
– log |a |

ÇÂÔé» êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ òðå¯º éÅñ ÃÅù Ô¹ä Õ°Þ Ô¯ð ÃÈåð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¯ ÇÕ òðå¯º ç¶ ê¼Ö

éÅñ À°êï¯×Æ Ôé Áå¶ çÈÃð¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÔé» çÆ ÇÃ¼èÆ òðå¯º ÕÆåÆ

ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

(7) ÇÂéÇà×ðñ 2

dx

ax bx c  , êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº

ax2 + bx + c =

2 2
2

22 4

b c b c b
a x x a x –

a a a a a

     
        

      
ÇñÖç¶ Ô»Í

Ô¹ä
2

b
x t

a
  ð¼Öä å¶ dx = dt Áå¶

2
2

24

c b
– k

a a
  ÇñÖç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ

2

24

c b
–

a a

 
 
 

ç¶ ÇÚ¿é· å¶ Çéðíð ðÇÔ³ç¶ Ô¯Â¶ ÇÂÔ ÇÂéÇà×ðñ 2 2

1 dt

a t k ç¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ

Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·» ÇÂÃ çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

(8) 2

dx

ax bx c 
 , ç¶ åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ(7)çÆ åð·» Á¼×¶ ò¼èç¶ Ô¯Â¶

êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ òðå¯º ÕðÕ¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

(9) 2

px q
dx

ax bx c



  , ÇÜ¼æ¶ p, q, a, b, c ÁÚñ Ôé, ç¶ åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ

ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» A Áå¶ B êåÅ Õðç¶ ÔË å»ÇÕ

2+ = A ( ) + B = A (2 ) + B
d

px q ax bx c ax b
dx

  

A Áå¶ B, êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹äÅÕ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öç¶

Ô»Í AÁå¶ B ç¶ êåÅ ñ¼×ä å¶ ÇÂéÇà×ðñ êÇÔñ» ÔÆ êåÅ êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ

(10)
2

( )px q dx

ax bx c



 
 , åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº (9)çÆ åð·» Á¼×¶

òè»×¶ Áå¶ ÇÂéÇà×ðñ êÇÔñ» ÔÆ êåÅ êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
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ÁÅÀ°, À°êð¯Õå ÇòèÆÁ» ù Õ°Þ À°çÅÔðé» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä H. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2 16

dx

x  (ii)
22

dx

x x


Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶
2 2 216 4

dx dx

x x –


  =
4

log C
8 4

x –

x





[7.4 (1) éÅñ]

(ii)
 

2 22 1 1

dx dx

x x – x –


 

x – 1 = t ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
2 22 1

dx dt

x x – t



  =

1sin ( ) C– t  [7.4 (5) éÅñ]

=
1sin ( – 1) C– x 

À°çÅÔðä I. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2 6 13

dx

x x  (ii) 23 13 10

dx

x x  (iii) 25 2

dx

x x


Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ x2 – 6x + 13 = x2 – 6x + 32 – 32 + 13 = (x – 3)2 + 4

ÇÂÃ ñÂÆ
 

2 2

1

6 13 3 2

dx
dx

x x x –



  

 

î³é ñÀ° ÇÕ x – 3 = t å» dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
1

2 2

1
tan C

2 26 13 2

–dx dt t

x x t
  

    [7.4 (3) éÅñ]

=
11 3

tan C
2 2

– x –


(ii) Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ 7-4(7)ç¶ ðÈê çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðËºâ ç¶ Ôð ù Ô¶á ÇñÖ¶ åð·»

ÇñÖç¶ Ô»Í

2 2 13 10
3 13 10 3

3 3

x
x x – x –
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=

2 2
13 17

3
6 6

x –
    

    
     

(êÈðé òð× ìäÅÀ°ä å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2

1

33 13 10 13 17

6 6

dx dx

x x
x




     
    

   

 

Ô¹ä
13

6
x t  ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2
2

1

33 13 10 17

6

dx dt

x x
t




   
  
 

 

= 1

17
1 6log C

17 17
3 2

6 6

t –

t



  

[7.4 (i) å¯º]

= 1

13 17
1 6 6log C

13 1717

6 6

x –

x




 
= 1

1 6 4
log C

17 6 30

x

x






= 1

1 3 2 1 1
log C log

17 5 17 3

x

x


 



=
1 3 2

log C
17 5

x

x





, where C = 1

1 1
C log

17 3


(iii) ÇÂ¼æ¶
2 25 2

5
5

dx dx

xx x
x –




 
 
 

 

=
2 2

1

5 1 1

5 5

dx

x – –
   
   
   

 (êÈðé òð× ìäÅÀ°ä ñÂÆ)
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Ô¹ä
1

5
x – t ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2

1

55 2 1

5

dx dt

x x
t –




  
 
 

 

=

2
21 1

log C
55

t t –
 

  
 

[7.4 (4) éÅñ]

=
21 1 2

log C
5 55

x
x – x – 

À°çÅÔðä A@. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i)
2

2 6 5

x
dx

x x



  (ii) 2

3

5 4



 


x
dx

x x

Ô¼ñ :

(i) ÃÈåð 7-4(9)çÅ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

x + 2 =  2A 2 6 5 B
d

x x
dx

   = A (4 6) Bx  

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

4A = 1 Áå¶ 6A + B = 2 íÅò A =
1

4
Áå¶ B =

1

2

ÇÂÃ ñÂÆ
2 1 4 6 1

4 22 6 5 2 6 5 2 6 5

x x dx
dx

x x x x x x  

 
 

       

= 1 2

1 1
I I

4 2
 (î³é ñÀ°) ... (1)

I
1
Çò¼Ú 2x2 + 6x + 5 = t, ð¼Öä å¶ (4x + 6) dx = dt ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

ÇÂÃ ñÂÆ 1 1I log C
dt

t
t

   =
2

1log | 2 6 5 | Cx x   ... (2)
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Áå¶ 2 2
2

1
I

522 6 5 3
2

dx dx

x x x x

 
   

  = 2 2

1

2 3 1

2 2

dx

x
   

    
   



Ô¹ä
3

2
x t  , ð¼Öä å¶ dx = dt, ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

2 2
2

1
I

2 1

2

dt

t


 

  
 

 =
1

2

1
tan 2 C

1
2

2

– t 


[7.4 (3) éÅñ]

=
1

2

3
tan 2 + C

2
– x

 
 

 
=  1

2tan 2 3 + C– x  ... (3)

(2)Áå¶ (3)çÆ òðå¯º (1)Çò¼Ú Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

 2 12 1 1
log 2 6 5 tan 2 3 C

4 22 6 5

–x
dx x x x

x x


     

  ,

ÇÜ¼æ¶
1 2C C

C
4 2

 

(ii) Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ 7-4(10)çÆ ÇÕÃî çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÃ ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» 3x 

23 A (5 4 ) + B
d

x – x – x
dx

  = A (– 4 – 2x) + B

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

– 2A = 1 Áå¶ – 4 A + B = 3,

ÁðæÅå A =
1

2
– Áå¶ B = 1

ÇÂÃ ñÂÆ
 

2 2 2

4 23 1

25 4 5 4 5 4

– – x dxx dx
dx –

x x x x x x


 

     
  

=
1

2
– I

1
+ I

2
... (1)

I
1
, Çò¼Ú 5 – 4x – x2 = t, ð¼Öä å¶ (– 4 – 2x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
 

1
2

4 2
I

5 4

– x dx dt

tx x


 

 
  = 12 Ct 
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= 2
12 5 4 C– x – x  ... (2)

Ô¹ä 2
2 2

I
5 4 9 ( 2)

dx dx

x x – x
 

  
  å¶ ÇòÚÅð Õð¯

x + 2 = t ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
1

2 2
2 2

I sin + C
33

–dt t

t
 


 [7.4 (5) éÅñ]

=
1

2

2
sin C

3
– x 

 ... (3)

ÃîÆÕðé» (2)Áå¶(3)ù (1)êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

2 1

2

3 2
5 – 4 – + sin C

35 4

–x x
– x x

– x – x

 
  ÇÜ¼æ¶ 1

2

C
C C

2
–

ÁÇíÁÅÃ G.D

êÌôé A å¯º BC å¼Õ ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1.
2

6

3

1

x

x 
2. 2

1

1 4x
3.  2

1

2 1– x 

4. 2

1

9 25– x
5. 4

3

1 2

x

x
6.

2

61

x

x

7. 2

1

1

x –

x –
8.

2

6 6

x

x a
9.

2

2

sec

tan 4

x

x 

10. 2

1

2 2x x 
11. 2

1

9 6 5x x 
12. 2

1

7 6– x – x

13.   

1

1 2x – x – 14. 2

1

8 3x – x
15.   

1

x – a x – b

16. 2

4 1

2 3

x

x x –




17. 2

2

1

x

x –


18. 2

5 2

1 2 3

x

x x
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19.   

6 7

5 4

x

x – x –


20. 2

2

4

x

x – x


21. 2

2

2 3

x

x x



 

22. 2

3

2 5

x

x – x




23. 2

5 3

4 10

x

x x



 

êÌôé BD å¯º BE Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

24.
2 2 2

dx

x x  cjkcjgS%

(A) x tan–1 (x + 1) + C (B) tan–1 (x + 1) + C

(C) (x + 1) tan–1x + C (D) tan–1x + C

25.
29 4

dx

x x
 cjkcjgS%

(A) –11 9 8
sin C

9 8

x  
 

 
(B) –11 8 9

sin C
2 9

x  
 

 

(C) –11 9 8
sin C

3 8

x  
 

 
(D)

–11 9 8
sin C

2 9

x  
 

 

7.5 ÁêÈðé Çí¿é» éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by Partial Fractions)

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ êÇðî¶ï ëñé
P( )

Q( )

x

x , ç¶ ìÔ¹êç» ç¶ Áé°êÅå ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË

ÇÂ¼æ¶ P(x) Áå¶aQ(x), Úñ x Çò¼Ú ìÔ¹êç Ôé Áå¶ Q(x) 0. ÜçÇÕ P(x) çÆ ØÅå Q(x) çÆ ØÅå

å¯º Ø¼à ÔË, å» êÇðî¶ï ëñé À°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË, éÔÆº å» ÁäÀ°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé

ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÁäÀ°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé» ù ¦ìÆ ò¿â ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ À°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú

ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Üç¯º ÇÕ
P( )

Q( )

x

x
ÁäÀ°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔË, å»

1P ( )P( )
T( )

Q( ) Q( )

xx
x

x x
  , ÇÂ¼æ¶ T(x) x Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç ÔË Áå¶

1P ( )

Q( )

x

x
ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé

ÔËÍ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕò¶º ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÕÃ¶ òÆ êÇðî¶ï

ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÃ¶ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ

ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº À°Ôé» êÇðî¶ï ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶, ÇÜÔé» ç¶ Ôð ù ÇÂ¼Õ ØÅåÆ

Áå¶ ç¯ ØÅåÆ ×¹äéÖ³â» Çò¼Ú ×¹äéÖ³âÆÕðä ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ Ô¯ò¶Í

ìðÅìð ÔË :

ìðÅìð ÔË :
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î³é ñÀ° ÇÕ ÁÃÆº
P( )

Q( )

x
dx

x çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ Ô», ÇÂ¼æ¶
P( )

Q( )

x

x
ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï

ëñé ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇòèÆ, ÇÜÃ ù ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú å¯óé ç¶ é» éÅñ ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, çÆ ÃÔÅÇÂåÅ

éÅñ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ù ÃèÅðé êÇðî¶ï ëñé» ç¶ Ü¯ó ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅäÅ Ã¿íò ÔËÍ ÇÂÃ

ç¶ ìÅÁç êÇÔñ» êåÅ ÇòèÆÁ» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇÂéÇà×ðñ ÃðñåÅ éÅñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

Ô¶á ÇñÖÆ ÃÅðäÆ G.B çðÃÅÀ°ºçÆ ÔË, ÇÕ ò¼Ö ò¼Ö åð·» ç¶ êÇðî¶ï ëñé» ù ÇÕÃ åð·» Ãðñ ÁêÈðé

Çí¿é» Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÃÅðäÆ G.B

ñóÆ é§: êÇðî¶ï ëñé çÅ ðÈê ÁêÈðé Çí¿é» çÆ ÇÕÃî»

1.
( – ) ( – )

px q

x a x b


, a  b

A B

x – a x – b


2. 2( – )

px q

x a



 
2

A B

x – a x – a


3.
2

( – ) ( ) ( )

px qx r

x a x – b x – c

  A B C

x – a x – b x – c
 

4.
2

2( – ) ( )

px qx r

x a x – b

 
2

A B C

( )x – a x – bx – a
 

5.
2

2( – ) ( )

px qx r

x a x bx c

 

  2

A B + Cx

x – a x bx c


 
,

ÇÂ¼æ¶ x2 + bx + c çÅ Á¼×¶ ×¹äéÖ³âÆÕðé éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅÍ

À°êð¯Õå ÃÅðäÆ Çò¼Ú A, B Áå¶ C òÅÃåÇòÕÃ¿ÇÖÁÅò» Ôé, ÇÜÔé» ù À°µÇÚå ÇòèÆ éÅñ êåÅÕðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AA.
( 1) ( 2)

dx

x x  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ: Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÁêÈðé Çí¿é» çÆÁ» ÇÕÃî»

[ÃÅðäÆ 7.2 (i)], çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶, ÁÃÆº

1 A B

( 1) ( 2) 1 2x x x x
 

   
, ÇñÖç¶ Ô»a ---(1)
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ÇÂ¼æ¶ A Áå¶ B òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ ÇÜÔé» ù ÁÃÆº À°µÇÚå ÇòèÆ éÅñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í

1 = A (x + 2) + B (x + 1)

ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

A + B = 0

Áå¶ 2A + B = 1

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅùaA = 1 Áå¶ B = – 1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË
1

( 1) ( 2)x x 
=

1 – 1

1 2x x


 

ÇÂÃ ñÂÆ
( 1) ( 2)

dx

x x  =
1 2

dx dx
–

x x  

= log 1 log 2 Cx x    =
1

log C
2

x

x






Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå ÃîÆÕðä (1)ÇÂ¼Õ ååÃîÕ ÔË ÁðæÅå ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ Õæé Ü¯ x ç¶ ÃÅð¶

(ï¯×)î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ Õ°Þ ñ¶ÖÕ Ã¿Õ¶å  çÆ òðå¯º ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Õðç¶ Ô» ÇÕ Çç¼åÅ

Ô¯ÇÂÁÅ Õæé ÇÂ¼Õ ååÃîÕ ÔË Áå¶ Ã¿Õ¶å = çÆ òðå¯º ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Õðç¶ Ôé ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ

Õæé ÇÂ¼Õ ÃîÆÕðé ÔË ÁðæÅå ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Õæé x ç¶ ÃÆÇîå î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ

Ã¼Ú ÔËÍ

À°çÅÔðä AB.
2

2

1

5 6

x
dx

x x



  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ

2

2

1

5 6

x

x – x




ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ x2 + 1 ù

x2 – 5x + 6 éÅñ ò¿â Õðç¶ Ô» Áå¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2

2 2

1 5 5 5 5
1 1

( 2) ( 3)5 6 5 6

x x – x –

x – x –x – x x – x


   

 

î³é ñÀ° ÇÕ
5 5 A B

( 2) ( 3) 2 3

x –

x – x – x – x –
 

Üç¯º ÇÕ 5x – 5 = A (x – 3) + B (x – 2)

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A + B = 5 Áå¶

3A + 2B = 5

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº
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ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº A = – 5 Áå¶ B = 10 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂÃ ñÂÆ

2

2

1 5 10
1

2 35 6

x

x – x –x – x


  



ÇÂÃ ñÂÆ

2

2

1 1
5 10

2 35 6

x dx
dx dx dx

x – x –x – x


  

   
= x – 5 log |x – 2 | + 10 log |x – 3| + C

À°çÅÔðä AC. 2

3 2

( 1) ( 3)

x
dx

x x



  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðËºâ ÃÅðäÆ G.B(4)Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÕÃî çÅ ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ ÁÃÆº

2 2

3 2 A B C

1 3( 1) ( 3) ( 1)

x –

x xx x x
  

   
ÇñÖç¶ Ô»Í

Üç¯º ÇÕ 3x – 2 = A (x + 1) (x + 3) + B (x + 3) + C (x + 1)2

= A (x2 + 4x + 3) + B (x + 3) + C (x2 + 2x + 1 )

ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ x2 ç¶ ×¹ä»Õ, x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñ» Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

A + C = 0, 4A + B + 2C = 3 Áå¶ 3A + 3B + C = – 2 ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù

ÇîñçÅ ÔË 11 5 11
A B C

4 2 4

– –
,  vkSj ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2

3 2

( 1) ( 3)

x

x x



 
= 2

11 5 11

4 ( 1) 4 ( 3)2 ( 1)
– –

x xx 

ÇÂÃ ñÂÆ 2

3 2

( 1) ( 3)

x

x x



  = 2

11 5 11

4 1 2 4 3( 1)

dx dx dx
–

x xx


   

=
11 5 11

log +1 log 3 C
4 2 ( +1) 4

x x
x

   

=
11 +1 5

log + C
4 + 3 2 ( +1)

x

x x


À°çÅÔðä AD.
2

2 2( 1) ( 4)

x
dx

x x  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Áå¶
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Ô¼ñ :
2

2 2( 1) ( 4)

x

x x 
ù ñÀ° Áå¶ x2 = y ð¼Ö¯

å»

2

2 2 ( 1) ( 4)( 1) ( 4)

x y

y yx x


  

( 1) ( 4)

y

y y 
=

A B

1 4y y


 
ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

Üç¯º ÇÕ y = A (y + 4) + B (y + 1)

ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ y ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A + B = 1 Áå¶

4A + B = 0, ÇÜÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

A =
1

3
– Áå¶

4
B

3


ÇÂÃ ñÂÆ

2

2 2( 1) ( 4)

x

x x 
= 2 2

1 4

3 ( 1) 3 ( 4)
–

x x


 

ÇÂÃ ñÂÆ

2

2 2( 1) ( 4)

x dx

x x  = 2 2

1 4

3 31 4

dx dx
–

x x


  

=
1 11 4 1

tan tan C
3 3 2 2

– – x
– x   

=
1 11 2

tan tan C
3 3 2

– – x
– x  

À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú Õ¶òñ ÁêÈðé Çí¿é» òÅñ¶ ÇÔ¼Ã¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË éÅ ÇÕ

ÇÂéÇà×ðñ òÅñ¶ ÇÔ¼Ã¶ ñÂÆÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ À°çÅÔðé çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô» ÇÜÃ Çò¼Ú

ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ Áå¶ ÁêÈðé Çí¿é ÇòèÆ ù Ã¹î¶ñ ðÈê Çò¼Ú òðÇåÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AE.
 

2

3 sin 2 cos

5 cos 4 sin

–
d

– –

 


  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ y = sin

åç dy = cos d

ÇÂÃ ñÂÆ
 

2

3 sin 2 cos

5 cos 4 sin

–
d

– –

 


  = 2

(3 – 2)

5 (1 ) 4

y dy

– – y – y
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= 2

3 2

4 4

y –
dy

y – y  =
 

2

3 2
I

2

y –

y –
 (î³é ñÀ°)

Ô¹ä ÁÃÆº
 

2 2

3 2 A B

2 ( 2)2

y –

y yy –
 

 
ÇñÖç¶ Ô» [ÃÅðäÆ G.B (2) éÅñ]

ÇÂÃ ñÂÆ 3y – 2 = A (y – 2) + B

ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ y ç¶ ×¹ä»Õ Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A = 3 Áå¶

B – 2A = – 2, ÇÜÃ éÅñ ÁÃÆº A = 3 Áå¶ B = 4 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ ÇÂéÇà×ðñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2

3 4
I [ + ]

2 ( 2)
dy

y – y –
  = 2

3 + 4
2 ( 2)

dy dy

y – y – 

=
1

3 log 2 4 C
2

y –
y

 
   

 
=

4
3 log sin 2 C

2 sin–
   



=
4

3 log (2 sin ) + C
2 sin

  
 

(ÇÕÀ°ºÇÕ 2 – sin  Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ ÔË)

À°çÅÔðä AF.
2

2

1

( 2) ( 1)

x x dx

x x

 

  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔËÍ êÇðî¶ï ëñé ù ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú

å¯óç¶ Ô» [ÃÅðäÆ 2.2(5)]A

2

2

1

( 1) ( 2)

x x

x x

 

 
= 2

A B + C

2 ( 1)

x

x x


 

ÇÂÃ ñÂÆ x2 + x + 1 = A (x2 + 1) + (Bx + C) (x + 2)

ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ x2 ç¶ ×¹ä»Õ, x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

ÇÕ A + B =1, 2B + C = 1 Áå¶ A + 2C = 1 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË
3 2 1

A , B , C
5 5 5

   êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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2

2

1

( 1) ( 2)

x x

x x

 

 
= 2

2 1
3 5 5

5 ( 2) 1

x

x x




 
= 2

3 1 2 1

5 ( 2) 5 1

x

x x

 
  

  

ÇÂÃ ñÂÆ

2

2

1

( +1) ( 2)

x x
dx

x x

 

 = 2 2

3 1 2 1 1

5 2 5 51 1

dx x
dx dx

x x x
 

    

=
2 13 1 1

log 2 log 1 tan C
5 5 5

–x x x    

ÁÇíÁÅÃ G.E

A å¯º BA å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú êÇðî¶ï ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1.
( 1) ( 2)

x

x x 
2. 2

1

9x –
3.

3 1

( 1) ( 2) ( 3)

x –

x – x – x –

4.
( 1) ( 2) ( 3)

x

x – x – x –
5. 2

2

3 2

x

x x 

6.
21

(1 2 )

– x

x – x
7. 2( 1) ( – 1)

x

x x
8. 2( 1) ( 2)

x

x – x 

9. 3 2

3 5

1

x

x – x x



 
10. 2

2 3

( 1) (2 3)

x

x – x




11. 2

5

( 1) ( 4)

x

x x 

12.
3

2

1

1

x x

x

 


13. 2

2

(1 ) (1 )x x 
14. 2

3 1

( 2)

x –

x 

15.
4

1

1x 
16.

1

( 1)nx x 
[Ã¿Õ¶å : Á³ô Áå¶ Ôð ù x n – 1 éÅñ ×¹äÅ Õð¯ Áå¶

xn = t ð¼Ö¯ ]

17.
cos

(1 – sin ) (2 – sin )

x

x x
[Ã¿Õ¶å : sin x = t ð¼Ö¯ ]

18.
2 2

2 2

( 1) ( 2)

( 3) ( 4)

x x

x x

 

 
19. 2 2

2

( 1) ( 3)

x

x x 
20. 4

1

( 1)x x –
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21.
1

( 1)xe –
[Ã¿Õ¶å : ex = t ð¼Ö¯ ]

êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

22.
( 1) ( 2)

x dx

x x  ìðÅìð ÔË :

(A)
2( 1)

log C
2

x

x





(B)

2( 2)
log C

1

x

x






(C)

2
1

log C
2

x

x

 
 

 
(D) log ( 1) ( 2) Cx x  

23.
2( 1)

dx

x x  ìðÅìð ÔË :

(A)
21

log log ( +1) + C
2

x x (B)
21

log log ( +1) + C
2

x x

(C) 21
log log ( +1) + C

2
x x  (D)

21
log log ( +1) + C

2
x x

7.6 Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by Parts)

ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇòèÆ çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶ Ü¯ ÇÕ ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ

ÇÂéÇà×ðñ Õðé Çò¼Ú ìÔ¹å À°êï¯×Æ ÔËÍ

Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ Úñ x(î³é ñÀ°)ç¶ u Áå¶ v ç¯ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ëñé Ôé å» ÇâëðËÃ¶ôé ç¶

×¹äéëñ Çéïî Áé°ÃÅð ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( )
d dv du

uv u v
dx dx dx

 

ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

dv du
uv u dx v dx

dx dx
  

íÅò
dv du

u dx uv – v dx
dx dx

  ... (1)

î³é ñÀ° ÇÕ u = f (x) Áå¶
dv

dx
= g (x) åç
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du

dx
= f  (x) Áå¶ v = ( )g x dx

ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä(1)ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

( ) ( ) = ( ) ( ) [ ( ) ( )]f x g x dx f x g x dx – g x dx f x dx   

íÅò ( ) ( ) = ( ) ( ) [ ( ) ( ) ]f x g x dx f x g x dx – f x g x dx dx   
Ü¶ ÁÃÆº f ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ g ù çÈÃðÅ ëñé î¹¼ñ ñÂÆÂ¶ å» ÃÈåð ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú

çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇÂéÇà×ðñ = (êÇÔñÅ ëñé) × (çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ) —

[(êÇÔñ» çÅ ÇâëðËéôñ ×¹ä»Õ) × (çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ)] çÅ ÇÂéÇà×ðñ

À°çÅÔðä AG. cosx x dx çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : f (x) = x (êÇÔñÅ ëñé) Áå¶ g (x) = cos x (çÈÜÅ ëñé) ð¼Ö¯ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ

ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

cos cos [ ( ) cos ]
d

x x dx x x dx – x x dx dx
dx

   

= sin sinx x – x dx = x sin x + cos x + C

î³é ñÀ° ÇÕ ÁÃÆº f (x) = cos x Áå¶ g (x) = x ñËºç¶ Ô»

cos cos [ (cos ) ]
d

x x dx x x dx – x x dx dx
dx

   

=
2 2

(cos ) sin
2 2

x x
x x dx 

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂéÇà×ðñ cosx x dx , å°ñÅéÅåîÕ ðÈê éÅñ x çÆ Ç÷ÁÅçÅ

ØÅå òÅñ¶ Ç÷ÁÅçÅ Á½Ö¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ëñé Áå¶ çÈÜ¶ ëñé çÆ

À°µÇÚå Ú¯ä îÔ¼åòêÈðé ÔËÍ

Çà¼êäÆ

1. ÇÂÔ Ç÷Õðï¯× ÔË, ÇÕ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÆÁ» ÃÅðÆÁ» ÃÇæåÆÁ»

Çò¼Ú À°êï¯×Æ éÔÆº ÔË, À°çÅÔðä» sinx x dx çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇÂÔ ÇòèÆ Õ¿î éÔÆº ÁÅÀ°ºçÆ

ÔËÍ ÇÂÃ çÅ ÕÅðé ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò x sin x ÔËÍ

2. ÇèÁÅé Ççú ÇÕ çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðç¶ Ãî¶º ÁÃÆº Õ¯ÂÆ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ
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éÔÆº Ü¯ÇóÁÅ ÃÆÍ Ü¶ ÁÃÆº çÈÜ¶ ëñé cos x Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ ù sin x + k, ç¶ ðÈê Çò¼Ú

ÇñÖç¶, ÇÜ¼æ¶ k Õ¯ÂÆ ÁÚñ ÔË, åç ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ

çÆ òðå¯º Çò¼Ú ÁÅÖðÆ À°µåð êåÅ Õðé ñÂÆ çÈÜ¶ ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú ÁÚñ Ü¯óéÅ ×Ëð-

÷ðÈðÆ ÔËÍ

cos (sin ) (sin )x x dx x x k x k dx    
= (sin ) sinx x k x dx k dx   
= (sin ) + cos Cx x k x – kx  = sin cos Cx x x 

3. ÁÅî å½ð å¶ Üç¯º Õ¯ÂÆ ëñé x çÆ ØÅå ÔË Ü» x çÅ ìÔ¹êåç ÔË å» ÁÃÆº ÇÂÃ ù êÇÔñ¶ ëñé ç¶

ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í Çëð òÆ, ÇÂÃ åð·» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú, ÇÜ¼æ¶ çÈÃðÅ ëñé À°ñà ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé

Ü» ñØÈ×äÕ ëñé Ô¯ò¶, å» ÁÃÆº À°Ã ù êÇÔñ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AH. log x dx êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ô¹ðÈ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°ä Çò¼Ú Áï¯× Ô», ÇÜÃçÅ

âËðÆò¶Çàò log x ÔËÍ ÁÃÆº log x ù êÇÔñ» Áå¶ ÁÚñ ëñé1ù çÈÜÅ ëñé ñËºç¶ Ô»Í çÈÃð¶ ëñé çÅ

ÇÂéÇà×ðñ x ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ (log 1)x dx = log 1 [ (log ) 1 ]
d

x dx x dx dx
dx

  

=
1

log . – log Cx x x dx x x – x
x

 

À°çÅÔðä AI. xx e dx êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : x ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ ex ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñÀ°Í

çÈÃð¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ = ex

ÇÂÃ ñÂÆ 1x x xx e dx x e .e dx   = xex – ex + C

À°çÅÔðä B@.
1

2

sin

1

–x x
dx

x
 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° êÇÔñÅ ëñé = sin – 1x, Áå¶ çÈÜÅ ëñé =
21

x

x

Ô¹ä ÁÃÆº çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðç¶ Ô» ÁðæÅå
21

x dx

x
 êåÅ Õðç¶ Ô»Í
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t = 1 – x2 ð¼Ö¯ åç

Ô¹ä dt = – 2x dx

ÇÂÃ ñÂÆ 21

x dx

x
 =

1

2

dt
–

t
 =

2– 1t x  

ÇÂÃ ñÂÆ

1

2

sin

1

–x x
dx

x
 =  1 2 2

2

1
sin 1 ( 1 )

1

– x – x – x dx
x

  




= 2 11 sin C– x x x   =
2 11 sin Cx – x x 

ÇòÕñê sin–1 x =  êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ Áå¶ åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶

òÆ ÇÂÃ ÇÂéÇà×ðñ ù Ô¼ñ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. sinxe x dx êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ex ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ sin x ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñò¯Í åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ

ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I = sin ( cos ) cosx x xe x dx e – x e x dx  
= – ex cos x + I

1
(î³é ñÀ°) ... (1)

I
1
Çò¼Ú ex Áå¶ cos x ù ´îòÅð êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ ëñé î³éç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I
1
= sin sinx xe x – e x dx

I
1
çÅ î¹¼ñ (1) Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

I = cos sin Ix x– e x e x – Áå¶ 2I = ex (sin x – cos x)

ÇÂÃ ñÂÆ I = sin (sin cos ) + C
2

x
x e

e x dx x – x
ÇòÕñê : sin x ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ ex ù çÈÜÅ ëñé ñËä å¶ òÆ À°êð¯Õå ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ

ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

7.6.1 [ ( ) + ( )]xe f x f x dx åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ I = [ ( ) + ( )]xe f x f x dx = ( ) + ( )x xe f x dx e f x dx 

= 1 1I ( ) , I = ( )x xe f x dx e f x dx  tgk¡ ... (1)

I
1
Çò¼Ú f (x) Áå¶ ex ù ´îòÅð êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ ëñé ñËºç¶ Ô¯Â¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ

ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ I
1

= f (x) ex – ( ) Cxf x e dx 
I

1
ù (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

ÇÜ¼æ¶



ÇÂéÇà×ðñ 275

I = ( ) ( ) ( ) Cx x xe f x f x e dx e f x dx     = ex f (x) + C

ÇÂÃ ñÂÆ  ( ) ( )xe f x f x dx  = ( ) Cxe f x 

À°çÅÔðä BB. êåÅ Õð¯Í

(i) 1

2

1
(tan )

1

x –e x dx
x


 (ii)

2

2

( +1)

( +1)

xx e

x dx

Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ I =
1

2

1
(tan )

1

x –e x dx
x




Ô¹ä f (x) = tan– 1x, ñÀ°, åç f (x) = 2

1

1 x
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðËºâ ex [ f (x) + f (x)] ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ I =
1

2

1
(tan )

1

x –e x dx
x


 = ex tan– 1x + C

(ii) Çç¼åÅ ÔË I =
2

2

( +1)

( +1)

xx e

x dx
2

2

1 +1+1)
[ ]

( + 1)

x x –
e dx

x
 

=
2

2 2

1 2
[ ]

( + 1) ( +1)

x x –
e dx

x x
 2

1 2
[ + ]

+1 ( +1)

x x –
e dx

x x
 

î³é ñÀ° ÇÕ
1

( )
1

x
f x

x





Ô¹ä 2

2
( )

( 1)
f x

x
 



ÇÂÃ ñÂÆ, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ex [f (x) + f (x)] ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ

2

2

1

( 1)

xx
e dx

x



 =
1

C
1

xx
e

x






ÁÇíÁÅÃ G.F

A å¯º BB å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í
1. x sin x 2. x sin 3x 3. x2 ex 4. x log x

5. x log2 x 6. x2 log x 7. x sin– 1x 8. x tan–1 x

9. x cos–1 x 10. (sin–1x)2 11.
1

2

cos

1

x x

x




12. x sec2 x

13. tan–1x 14. x (log x)2 15. (x2 + 1) log x
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16. ex (sinx + cosx) 17. 2(1 )

xx e

x
18.

1 sin

1 cos
x x

e
x

 
 
 

19. 2

1 1
–xe

x x

 
 
 

20. 3

( 3)

( 1)

xx e

x




21. e2x sin x

22.
1

2

2
sin

1

– x

x

 
 
 

êÌôé BC Áå¶ BD Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

23.
32 xx e dx ìðÅìð ÔË :

(A)
31

C
3

xe  (B)
21

C
3

xe 

(C)
31

C
2

xe  (D)
21

C
2

xe 

24. sec (1 tan )xe x x dx ìðÅìð ÔË :

(A) ex cos x + C (B) ex sec x + C

(C) ex sin x + C (D) ex tan x + C

7.6.2 ÇÂéÇà×ðñ çÆÁ» Õ°¼Þ Ô¯ð ÇÕÃî» (Integrals of some more types)

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ å¶ ÁèÅÇðå Õ¼°Þ åð·» ÖÅÃ åð·» ç¶ êÌîÅÇäÕ ÇÂéÇà×ðñ» çÆ

ÚðÚÅ Õð»×¶Í ÇÜò¶º ÇÕ

(i) 2 2x a dx (ii) 2 2x a dx (iii) 2 2a x dx

(i) î³é ñÀ° ÇÕ
2 2I x a dx 

ÁÚñ ëñé 1ù çÈÜÅ ëñé î³éç¶ Ô¯Â¶ Áå¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

I =
2 2

2 2

1 2

2

x
x x a x dx

x a
 




=

2
2 2

2 2

x
x x a dx

x a
 


 =

2 2 2
2 2

2 2

x a a
x x a dx

x a

 
 




=
2 2 2 2 2

2 2

dx
x x a x a dx a

x a
   


 

=
2 2 2

2 2
I

dx
x x a a

x a
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ÁðæÅå 2I =
2 2 2

2 2

dx
x x a a

x a
 




ÁðæÅå I =
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2

x a
x – a dx x – a – x x – a  

ÇÂÃ¶ åð·» çÈÃð¶ ç¯ ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú ÁÚñ ëñé1ù çÈÜÅ ëñé ñË Õ¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

ÇòèÆ éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

(ii)
2

2 2 2 2 2 21
log C

2 2

a
x a dx x x a x x a      

(iii)
2

2 2 2 2 11
sin C

2 2
–a x

a x dx x a x
a

    
ÇòÕñê : ÇÂéÇà×ðñ (i), (ii) Áå¶ (iii) Çò¼Ú ´îòÅð : x = a sec, x = a tan ìðÅìð

Áå¶ x = a sin, êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ òÆ ÇÂÔé» ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BC. 2 2 5x x dx  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
2 22 5 ( 1) 4x x dx x dx     

Ô¹ä x + 1 = y ð¼Öä å¶ dx = dy, åç

2 2 5x x dx  = 2 22y dy

=
2 21 4

4 log 4 C
2 2

y y y y     [7.6.2 (ii) çÆ òðåº̄ éÅñ]

=
2 21

( 1) 2 5 2 log 1 2 5 C
2

x x x x x x        

À°çÅÔðä BD. 23 2x x dx  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
2 23 2 4 ( 1)x x dx x dx     

Ô¹ä x + 1 = y ð¼Öä å¶ dx = dy, åç

ÇÂÃ åð·»
23 2x x dx  = 24 y dy
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=
2 11 4

4 sin C
2 2 2

– y
y y   [7.6.2 (iii) ç¶ çÆ òðå¯º éÅñ]

=
2 11 1

( 1) 3 2 2 sin C
2 2

– x
x x x

 
     

 

ÁÇíÁÅÃ G.G

A å¯º I å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. 24 x 2. 21 4x 3. 2 4 6x x 

4. 2 4 1x x  5. 21 4x x  6. 2 4 5x x 

7. 21 3x x  8. 2 3x x 9.
2

1
9

x


êÌôé A@ Áå¶ AA Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

10. 21 x dx ìðÅìð ÔË :

(A)  2 21
1 log 1 C

2 2

x
x x x     (B)

3
2 2

2
(1 ) C

3
x 

(C)
3

2 2
2

(1 ) C
3

x x  (D)
2

2 2 21
1 log 1 C

2 2

x
x x x x    

11. 2 8 7x x dx  ìðÅìð ÔË :

(A)
2 21

( 4) 8 7 9log 4 8 7 C
2

x x x x x x        

(B)
2 21

( 4) 8 7 9log 4 8 7 C
2

x x x x x x        

(C)
2 21

( 4) 8 7 3 2 log 4 8 7 C
2

x x x x x x        

(D)
2 21 9

( 4) 8 7 log 4 8 7 C
2 2

x x x x x x        
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7.7 ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ (Definite Integral)

ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÕÅ ÔË Áå¶ Õ¼°Þ Ô¯ð ÖÅÃ

ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õðé çÆÁ» Õ¼°Þ ÇòèÆÁ» å¶

ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÔËÍ ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÃÆÇîå

ÇÂéÇà×ðñ çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ù ( )
b

a
f x dx , éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ

Ü»çÅÔËÇÜ¼æ¶b]ÇÂéÇàð×ñ çÆ À°µÚ ÃÆîÅ Áå¶ a, ÇÂéÇà×ðñ çÆ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ

ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ù Ü» å» Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ Ü» Üç¯º ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú Ô¯ò¶

å» ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ Á³å Çì³çÈÁ» å¶ F ç¶ î¹¼ñ» ç¶ Á³åð ÁðæÅå F(b) – F(a) ç¶ ìðÅìð

Ô¹¿çÅ ÔË, ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕðòÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÇÂÔé» ç¯é» ðÈê» çÆ ÁÃÆº ò¼Ö&ò¼Ö

ÚðÚÅ Õð»×¶Í

7.8 Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (Fundamental Theorem of Calculus)

7.8.1 Ö¶²²åðëñ ëñé (Area function)

ÁÃÆº ( )
b

a
f x dx ù òÕð y = f (x), x-è¹ð¶, Áå¶ Õ¯àÆ x = a Áå¶ x = b Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð ç¶

Ö¶åðëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êðíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ î³é ñÀ° [a, b] Çò¼Ú x Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ÔË å» ( )
x

a
f x dx ÇÚ¼åð

7-3 Çò¼Ú ÔñÕÅ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ î³é ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ x 

[a, b] ç¶ ñÂÆ f (x) > 0 ÔËÍ Ô¶á» î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ Õæé Ô¯ð ëñé» ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ ÛÅÇÂÁÅ

Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ x ç¶ î¹¼ñ å¶ Çéðíð ÔËÍ

ÇÚ¼åð G.C
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çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº ÛÅÇÂÁÅ çÅ Ö¶åðëñ, x çÅ ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÁÃÆº x ç¶ ÇÂÃ ëñé ù

A(x) éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ ëñé A(x) ù ÁÃÆº Ö¶åðëñ ëñé ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÔ Ô¶á ÇñÖ¶

ÃÈåð éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

A (x) =  ( )
x

a
f x dx ... (1)

ÇÂÃ êÇðíÅôÅ å¶ ÁèÅÇðå ç¯ ÁÅèÅðíÈå êÌî¶ï ÔéÍ êð ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ÇÃðë ÇÂÃ çÅ Õæé ç¼Ã»×¶Í

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔé» ç¶ êÌîÅä ÇÂÃ êÅá ê¹ÃåÕ çÆ Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔËÍ

7.8.2 ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ êÇÔñÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (First fundamental theorem of integral
calculus)

êÌî¶ï A : î³é ñÀ° f ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] å¶ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ î³é ñÀ° A (x)

Ö¶åðëñ ëñé ÔË, å» x  [a, b] ÃÅð¶ ç¶ ñÂÆ A(x) = f (x)

7.8.3 ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (Second fundamental theorem of integral
calculus)

ÁÃÆº Ô¶á» ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ îÔ¼åòêÈðé êÌî¶ï çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õðç¶ Ô» ÇÜÃçÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÁÃÆº

ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í

êÌî¶ï B î³é ñÀ° ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] å¶ f ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò

F ÔËÍ å»  ( )
b

a
f x dx = [F( )] =b

ax F (b) – F(a)

Çà¼êäÆ

1. ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº êÌî¶ï B ù ÇÂÃ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ( )
b

a
f x dx = (f ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò

F çÅ À°µêðñÆ ÃÆîÅ b å¶ î¹¼ñ)–(À°Ã¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò çÅ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ a å¶ î¹¼ñ)A

2. ÇÂÔ êÌî¶ï ìÔ¹å À°êï¯×Æ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ ÃÅù Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ êåÅ ÕÆå¶ Çìé» ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ

ù êåÅ Õðé çÆ ÁÅÃÅé ÇòèÆ Çç³çÆ ÔËÍ

3. ÇÂ¼Õ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé Çò¼Ú Ãí å¯º ÷ðÈðÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ êåÅ ÕðéÅ ÔË

ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÔËÍ ÇÂÔ ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ Ã¿ì¿è

ù î÷ìÈå ÕðçÆ ÔËÍ

4. ( )
b

a
f x dx Çò¼Ú, [a, b] ç¶ ëñé f çÅ ï¯× êÌíÅÇôå Áå¶ ñ×ÅåÅð Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ
1

3 2 2

2
( – 1)x x dx

 çÆ ÚðÚÅ ÕðéÅ ×ñå ÔË

ÇÕÀ°ºÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ [– 2, 3] ç¶ íÅ× – 1 < x < 1 ç¶ ñÂÆ f (x) =

1
2 2( –1)x x ç¹ÁÅðÅ
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çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ëñé f êÇðíÅÇôå éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË ( )
b

a
f x dx êåÅ Õðé ç¶ Õçî

(Steps for calculating  ( )
b

a
f x dx )

(i) Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ( )f x dx êåÅ Õð¯Í î³é ñÀ° ÇÂÔ F(x) ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ C ù

ñËä çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Üç¯º ÁÃÆº F(x) ç¶ ÃæÅé å¶ F(x) + C å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ å»

ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( ) [F ( ) C] [F( ) C] – [F( ) C] F( ) – F( )
b b

aa
f x dx x b a b a     

ÇÂÃ åð·» ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ, ×ÅÇÂì Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

(ii) [F ( )]b
ax = F(b) – F(a) êåÅ Õð¯, Ü¯ ÇÕ ( )

b

a
f x dx çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BE. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

(i)
3 2

2
x dx (ii)

9

34
22(30 – )

x
dx

x
 (iii)

2

1 ( 1) ( 2)

x dx

x x 

(iv) 34
0

sin 2 cos2t t dt




Ô¼ñ :

(i) î³é ñÀ° ÇÕ
3 2

2
I x dx  ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ

3
2 F ( )

3

x
x dx x 

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï éÅñ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

27 8 19
I F (3) – F (2) –

3 3 3
  

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ
9

34
22

I

(30 – )

x
dx

x

  ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðËºâ çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðç¶ Ô»Í

3

2
3

30 – –
2

x t x dx dt j[kusij ÁðæÅå
2

–
3

x dx dtð¼Öä å¶
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ÇÂÃ åð·»
3 2

22

2
–

3
(30 – )

x dt
dx

t
x

  =
2 1

3 t

 
 
 

= 3

2

2 1
F ( )

3
(30 – )

x

x

 
 

 
  

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï å¯º ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

9

3

2
4

2 1
I F(9) – F(4)

3
(30 – )x

 
 

   
  

=
2 1 1

3 (30 – 27) 30 – 8

 
 

 
=

2 1 1 19

3 3 22 99

 
   

(iii) î³é ñÀ° ÇÕ
2

1
I

( 1) ( 2)

x dx

x x


 

ÁêÈðé Çí¿é çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

–1 2

( 1) ( 2) 1 2

x

x x x x
 

   

ÇÂÃ ñÂÆ – log 1 2log 2 F( )
( 1) ( 2)

x dx
x x x

x x
    

 

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I = F(2) – F(1) = [– log3 + 2 log4] – [– log2 + 2 log3]

= – 3 log3 + log2 + 2 log4 =
32

log
27

 
 
 

(iv) î³é ñÀ°, 34

0
I sin 2 cos2t t dt



  . Ô¹ä
3sin 2 cos2t t dt å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

sin 2t = u ð¼Öä å¶ 2 cos 2t dt = du íÅò cos 2t dt =
1

2
du

ÇÂÃ ñÂÆ
3 31

sin 2 cos2
2

t t dt u du 

=
4 41 1

[ ] sin 2 F ( )
8 8

u t t  ekuyhft,

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï éÅñ

4 41 1
I F ( ) – F (0) [sin – sin 0]

4 8 2 8

 
  

î³é ñÀ° ÇÕ
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ÁÇíÁÅÃ G.H

A å¯º B@ å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
1

1
( 1)x dx


 2.

3

2

1
dx

x 3.
2 3 2

1
(4 – 5 6 9)x x x dx 

4.
4

0
sin 2x dx



 5.
2

0
cos 2x dx



 6.
5

4

xe dx 7. 4

0
tan x dx





8.
4

6

cosec x dx



 9.
1

0 21 –

dx

x
 10.

1

201

dx

x 11.
3

22 1

dx

x 

12. 22

0
cos x dx



 13.
3

22 1

x dx

x  14.
1

20

2 3

5 1

x
dx

x



 15.
21

0

xx e dx

16.
2

2

21

5

4 3

x

x x  17.
2 34

0
(2sec 2)x x dx



 

18.
2 2

0
(sin – cos )

2 2

x x
dx



 19.
2

20

6 3

4

x
dx

x





20.
1

0
( sin )

4
x x

x e dx



êÌôé BA Áå¶ BB Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

21.
3

21 1

dx

x ìðÅìð ÔËÍ

(A)
3


(B)

2

3


(C)

6


(D)

12



22.

2

3
20 4 9

dx

x ìðÅìð ÔËÍ

(A)
6


(B)

12


(C)

24


(D)

4
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7.9 êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ (Evaluation of Definite

Integrals by Substitution)

ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú ÁÃÆº Áé§å ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆÁ» ìÔ¹å ÇòèÆÁ» çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÔËÍ Áé§å

ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆ îÔ¼åòêÈðé ÇòèÆÁ» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇòèÆ êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ÔËÍ

êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ éÅñ ( )
b

a
f x dx , çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ Õçî Ô¶á ÇñÖ¶ Ôé :

1. ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ìÅð¶, ÃÆîÅò» å¯º Çìé» ÇòÚÅð Õð¯ Áå¶ y = f (x) ÁðæÅå x = g (y)

êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ ÜÅäÆ êÛÅäÆ ÇÕÃî Çò¼Ú ìçñ ÜÅÂ¶Í

2. ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ çÆ Ç÷ÕðÕÆå¶ Çìé»éò¶º ÇÂéÇà×ðËºâ çÅ, éò¶º Úñ ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

3. éò¶º Úñ çÆ æ» å¶ ç¹ìÅðÅ êÌåÆÃæÅêé Õð¯ Áå¶ À°µåð ù îÈñ Úñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

4. Õçî (3)å¯º êÌÅêå À°µåð çÅ ÇÂéÇà×ðñ, Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ÃÆîÅò» ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Áå¶

À°µêðñÆ ÃÆîÅ òÅñ¶ î¹¼ñ éÅñ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ òÅñ¶ î¹¼ñ çÅ Á³åð êåÅ Õð¯Í

Çà¼êäÆ ÇÂÃ ÇòèÆ ù å¶÷ ìäÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» Á¼×¶ ò¼è ÃÕç¶ Ô»Í Õçî

(1)Áå¶(2)ù Õðé ç¶ ìÅÁç Õçî(3)ù Õðé çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù éò¶º

Úñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔÆ ð¼ÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÃÆîÅò» ù éò¶º Úñ Áé°ÃÅð ìçñ ñËºç¶ Ô»

å» ÇÕ ÁÃÆº ÇÃ¼è¶ ÁÅÖðÆ Õçî çÆ ÇÕÇðÁÅ Õð ÃÕÆÂ¶Í

ÁÅÀ° ÇÂÃ ù ÁÃÆº À°çÅÔðé» éÅñ ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BF.
1 4 5

1
5 1x x dx


 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : t = x5 + 1, ð¼Öä å¶ dt = 5x4 dx

ÇÂÃ ñÂÆ
4 55 1x x dx = t dt =

3

2
2

3
t =

3
5 2

2
( 1)

3
x 

ÇÂÃ ñÂÆ
1 4 5

1
5 1x x dx


 =

13
5 2

– 1

2
( 1)

3
x

 
 

  

=  
3 3

5 52 2
2

(1 1) – (– 1) 1
3

 
  

  

=

3 3

2 2
2

2 0
3

 
 

  
=

2 4 2
(2 2)

3 3


ÇòÕñê : Ãí å¯º êÇÔñ» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ ù ìçñç¶ Ô» Áå¶ å» ìçñ¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ çÅ éòÆº

ÃÆîÅò» ç¶ Áé°ÃÅð î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í

î³é ñÀ° t = x5 + 1. åç dt = 5 x4 dx é¯à Õð¯ ÇÕ

Üç x = – 1 å» t = 0 Áå¶ Üç x = 1å» t = 2
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ÇÂÃ ñÂÆ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x, – 1 å¯º 1 å¼Õ ìçñçÅ ÔË Çåò¶º&Çåò¶º t]0å¯º 2å¼Õ ìçñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
1 4 5

1
5 1x x dx


 =

2

0
t dt

=

23 3 3

2 2 2

0

2 2
2 – 0

3 3
t
   

   
      

=
2 4 2

(2 2)
3 3



À°çÅÔðä BG.
– 1

1

20

tan

1

x
dx

x çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ t = tan – 1x, åç 2

1

1
dt dx

x



. Üç x = 0 å» t = 0 Áå¶ Üç x = 1 å»

4
t


 ÇÂÃ ñÂÆ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x, 0 å¯º 1 å¼Õ ìçñçÅ ÔË Çåò¶º&Çåò¶º t, 0ls

4


å¼Õ ìçñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
–1

1

20

tan

1

x
dx

x =
2 4

4

0
0

2

t
t dt




 
 
 

 =
2 21

– 0
2 16 32

  
 

 

ÁÇíÁÅÃ G.I

A å¯º H å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ êåÅ Õð¯Í

1.
1

20 1

x
dx

x  2. 52

0
sin cos d



   3.
1 – 1

20

2
sin

1

x
dx

x

 
 
 



4.
2

0
2x x dx (x + 2 = t2 ð¼Ö¯) 5. 2

20

sin

1 cos

x
dx

x





6.
2

20 4 –

dx

x x 7.
1

21 2 5

dx

x x   8.
2 2

21

1 1
–

2

xe dx
x x

 
 
 



êÌôé I å¯º A@ Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

9. ÇÂéÇà×ðñ

1
3 31

1 4

3

( )x x
dx

x


 çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 6 (B) 0 (C) 3 (D) 4

10. Üç¯º ÇÕ f (x) =
0

sin
x
t t dt , åç f (x) ÔË :

(A) cos x + x sin x (B) x sin x (C) x cos x (D) sin x + x cos x
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7.10 ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» (Some Properties of Definite Integrals)

ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» ù ÁÃÆº Ô¶á» ÃÈÚÆ ì¿ç Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔ ×¹ä

ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ ÁÃÅéÆ éÅñ Õðé Çò¼Ú çÆ À°êï¯×Æ Ô¯ä×¶Í

P
0
: ( ) ( )

b b

a a
f x dx f t dt 

P
1
: ( ) – ( )

b a

a b
f x dx f x dx  , ÖÅÃ å½ð å¶ ( ) 0

a

a
f x dx 

P
2

: ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx    ] , ,a b c òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ

P
3

: ( ) ( )
b b

a a
f x dx f a b x dx   

P
4

:
0 0

( ) ( )
a a

f x dx f a x dx   (ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ P
4
, P

3
çÆ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ ÃÇæåÆ ÔË)

P
5

:
2

0 0 0
( ) ( ) (2 )

a a a
f x dx f x dx f a x dx    

P
6

:
2

0 0
( ) 2 ( ) , (2 ) ( )

a a
f x dx f x dx f a x f x    ;fn

= 0, ÜçÇÕ f (2a – x) = – f (x)

P
7

: (i)
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx


  , ÜçÇÕ ÇÂ¼Õ ÇÜÃå f ëñé ÔË ÁðæÅå Üç¯º ÇÕ f (–

x) = f (x)

(ii) ( ) 0
a

a
f x dx


 , Üç¯º ÇÕ f à»Õ ëñé ÔË ÁðæÅå ÜçÇÕ f (–x) = –f (x)

ÇÂ¼Õ&ÇÂ¼Õ ÕðÕ¶ ÁÃÆº ÇÂÔé» ×¹ä» ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô»Í

P
0
çÅ êÌîÅä x = t êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÇÃ¼è¶ å½ð å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

P
1
çÆ êÌîÅä : î³é ñÀ° ÇÕ f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ÔËÍ å» ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ

êÌî¶ï éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ , ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Üç a = b, å» ( ) 0
a

a
f x dx 

P
2
çÅ êÌîÅä : î³é ñÀ° ÇÕ f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ÔË, åç

( )
b

a
f x dx = F(b) – F(a) ... (1)

( )
c

a
f x dx = F(c) – F(a) ... (2)

Áå¶ ( )
b

c
f x dx = F(b) – F(c) ... (3)

Üçº̄
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(2) Áå¶ (3) ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( ) ( )
c b

a c
f x dx f x dx  = F(b) – F(a) = ( )

b

a
f x dx

ÇÂÃ å¯º ×¹äèðî P
2
ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔËÍ

P
3

çÅ êÌîÅä : î³é ñÀ° ÇÕ t = a + b – x. åç dt = – dx. Üç x = a åç, t = b Áå¶ Üç x

= b åç t = a. ÇÂÃ ñÂÆ

( )
b

a
f x dx = ( – )

a

b
f a b t dt 

= ( – )
b

a
f a b t dt (P

1
å¯º)

= ( – )
b

a
f a b x dx (P

0
å¯º)

P
4

çÅ êÌîÅä : t = a – x ð¼Ö¯ Áå¶ P
3

çÆ åð·» Á¼× ¶ ò¼è ¶Í Ô ¹ädt = – dx,

Üç x = a, t = 0

P
5
çÅ êÌîÅä : P

2
, çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2

0
( )

a
f x dx =

2

0
( ) ( )

a a

a
f x dx f x dx 

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ çÈÃð¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú t = 2a – x êÌåÆÃæÅêé Õð¯, åç dt = – dx Áå¶ Üç

x = a, åç t = a Áå¶ Üç x = 2a, åç t = 0 Áå¶ x = 2a – t òÆ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ çÈÃðÅ ÇÂéÇà×ðñ

2
( )

a

a
f x dx =

0
– (2 – )

a
f a t dt

=
0

(2 – )
a

f a t dt =
0

(2 – )
a

f a x dx êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

0
( )

a
f x dx =

0 0
( ) (2 )

a a
f x dx f a x dx  

P
6
çÅ êÌîÅä : P

5
, çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2

0
( )

a
f x dx =

0 0
( ) (2 )

a a
f x dx f a x dx   ... (1)

Ô¹ä Üç¯º ÇÕ f (2a – x) = f (x), Üç (1)Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ

2

0
( )

a
f x dx =

0 0 0
( ) ( ) 2 ( )

a a a
f x dx f x dx f x dx   

Áå¶ Üç¯º ÇÕ f (2a – x) = – f (x), Üç (1)Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
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2

0
( )

a
f x dx =

0 0
( ) ( ) 0

a a
f x dx f x dx  

P
7

çÅ êÌîÅä

P
2
çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ( )

a

a
f x dx

 =
0

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx


 

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú t = – x ð¼Öä å¶

dt = – dx Üç x = – a åç t = a Áå¶ Üç x = 0, åç t = 0 Áå¶ x = – t òÆ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ( )
a

a
f x dx

 =
0

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx


 

=
0 0

(– ) ( )
a a

f x dx f x dx  (P
0

å¯º ) ... (1)

(i) Ô¹ä Üç¯º ÇÕ f ÇÜÃå ëñé ÔË åç f (–x) = f (x) å» (1)éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

0 0 0
( ) ( ) ( ) 2 ( )

a a a a

a
f x dx f x dx f x dx f x dx


     

(ii) ÜçÇÕ f à»Õ ëñé ÔË åç f (–x) = – f (x) å» (1)éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ

0 0
( ) ( ) ( ) 0

a a a

a
f x dx f x dx f x dx


     

À°çÅÔðä BH.
2 3

1
–x x dx

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ [ –1, 0] å¶ x3 – x  0 Áå¶ [0, 1] Áå¶ x3 – x  0 å¶ [1, 2] Áå¶ x3 –

x  0 åç ÁÃÆº éÅñ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

2 3

1
–x x dx

 =
0 1 23 3 3

1 0 1
( – ) – ( – ) ( – )x x dx x x dx x x dx


    (P

2
å¯º)

=
0 1 23 3 3

1 0 1
( – ) ( – ) ( – )x x dx x x dx x x dx


   

=

0 1 24 2 2 4 4 2

– 1 0 1

– – –
4 2 2 4 4 2

x x x x x x     
      

     

=  
1 1 1 1 1 1

– – – 4 – 2 – –
4 2 2 4 4 2

     
      

     

=
1 1 1 1 1 1

– 2
4 2 2 4 4 2
      =

3 3 11
2

2 4 4
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À°çÅÔðä BI. 24

–

4

sin x dx



 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ sin2 x ÇÂ¼Õ ÇÜÃå ëñé ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
24

–

4

sin x dx



 =
24

0
2 sin x dx



 [P
7

(1) éÅñ]

= 4
0

(1 cos 2 )
2

2

x
dx




 = 4

0
(1 cos 2 )x dx





=
4

0

1
– sin 2

2
x x



 
 
 

=
1 1

– sin – 0 –
4 2 2 4 2

   
 

 

À°çÅÔðä C@.
20

sin

1 cos

x x
dx

x



 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 20

sin

1 cos

x x
dx

x



 = 20

( ) sin ( )

1 cos ( )

x x dx

x

   

   (P
4
éÅñ)

= 20

( ) sin

1 cos

x x dx

x

  

 =
20

sin
I

1 cos

x dx

x


 



ÁðæÅå 2 I = 20

sin

1 cos

x dx

x






ÁðæÅå I = 20

sin

2 1 cos

x dx

x





cos x = t ð¼Öä å¶ – sin x dx = dt

Üç¯º x = 0 åç t = 1 Áå¶ Üç x = åç t = – 1 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I =
1

21

–

2 1

dt

t



 =
1

212 1

dt

t



 (P
1
éÅñ)

=
1

20 1

dt

t


 ÇÕÀ°ºÇÕ 2

1

1 t
ÇÜÃå ëñé ÔË (P

7
éÅñ)

=

2
1– 1 – 1 1

0
tan tan 1 – tan 0 – 0

4 4
t                  



290 ×Çäå

À°çÅÔðä CA.
1 5 4

1
sin cosx x dx

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I =
1 5 4

1
sin cosx x dx

 Áå¶ f (x) = sin5 x cos4 x

åç f (– x) = sin5 (– x) cos4 (– x) = – sin5 x cos4 x = – f (x), ÁðæÅå f ÇÂ¼Õ à»Õ ëñé

ÔË ÇÂÃ ñÂÆ I = 0 [P
7

(ii) éÅñ]

À°çÅÔðä CB.
4

2
4 40

sin

sin cos

x
dx

x x



 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I =
4

2
4 40

sin

sin cos

x
dx

x x



 ... (1)

åç I =

4

2

0 4 4

sin ( )
2

sin ( ) cos ( )
2 2

x
dx

x x





 
  

 (P
4
éÅñ)

=
4

2
4 40

cos

cos sin

x
dx

x x



 ... (2)

(1)Áå¶ (2)ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2I =
4 4

22 2
4 40 0 0

sin cos
[ ]

2sin cos

x x
dx dx x

x x

 
 

  
 

ÇÂÃ ñÂÆ I =
4



À°çÅÔðä CC.
3

6
1 tan

dx

x



 
 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 3 3

6 6

cos

1 tan cos sin

x dxdx

x x x

 

 


 
  ... (1)

åç I =
3

6

cos
3 6

cos sin
3 6 3 6

x dx

x x





  
  

 

      
       

   

 (P
3
éÅñ)
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= 3

6

sin

sin cos

x
dx

x x



 
 ... (2)

(1)Áå¶ (2)ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ 2I =  3 3

6 6
3 6 6

dx x

 

 

  
   

ÇÂÃ ñÂÆ I =
12



À°çÅÔðä CD. 2

0
log sin x dx



 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 2

0
log sin x dx





åç I = 2 2

0 0
log sin log cos

2
x dx x dx

 
 
  

 
  (P

4
éÅñ)

I, ç¶ ç¯ò¶º î¹¼ñ» ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2I =  2

0
log sin logcosx x dx





=  2

0
log sin cos log 2 log 2x x dx



  ( log 2 Ü¯óé Áå¶ ØàÅÀ°ä å¶)

= 2 2

0 0
log sin 2 log 2x dx dx

 

  (ÇÕÀ°º?)

êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú 2x = t ð¼Öä å¶ 2 dx = dt Üç x = 0 å» t = 0 Áå¶ Üç x =
2


å» t = 

ÇÂÃ ñÂÆ 2I =
0

1
log sin log 2

2 2
t dt

 


=
2

0

2
log sin log 2

2 2
t dt




 [P
6
éÅñ ÇÕÀ°ºÇÕ sin ( – t) = sin t)

= 2

0
log sin log 2

2
x dx




 (Úñ t ù x Çò¼Ú ìçñä å¶)

= I log 2
2




ÇÂÃ ñÂÆ
2

0
log sin x dx



 =
–

log 2
2
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ÁÇíÁÅÃ G.A@

ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Çòô¶ôåÅò» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ A å¯º AI å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ» çÅ

î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1. 22

0
cos x dx



 2.
2

0

sin

sin cos

x
dx

x x




 3.

3

2
2

3 30
2 2

sin

sin cos

x dx

x x






4.
5

2
5 50

cos

sin cos

x dx

x x



 5.
5

5
| 2 |x dx


 6.

8

2
5x dx

7.
1

0
(1 )nx x dx 8. 4

0
log (1 tan )x dx



 9.
2

0
2x x dx

10. 2

0
(2log sin log sin 2 )x x dx



 11.
22

–

2

sin x dx





12.
0 1 sin

x dx

x



 13.
72

–

2

sin x dx



 14.
2 5

0
cos x dx





15. 2

0

sin cos

1 sin cos

x x
dx

x x




 16.
0

log (1 cos )x dx


 17.
0

a x
dx

x a x 


18.
4

0
1x dx

19. çðÃÅÀ° ÇÕ
0 0

( ) ( ) 2 ( )
a a

f x g x dx f x dx  , Üç¯º ÇÕ f Áå¶ g ù f (x) = f (a – x) Áå¶

g(x) + g(a – x) = 4 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

êÌôé B@ Áå¶ BA Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

20. 3 52

2

( cos tan 1)x x x x dx




   çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 0 (B) 2 (C)  (D) 1

21. 2

0

4 3 sin
log

4 3 cos

x
dx

x


 
 

 
 çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 2 (B)
3

4
(C) 0 (D) –2
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ë¹àÕñ À°çÅÔðä»

À°çÅÔðä CE. cos 6 1 sin 6x x dx êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : t = 1 + sin 6x, ð¼Öä å¶ dt = 6 cos 6x dx

ÇÂÃ ñÂÆ cos 6 1 sin 6x x dx =
1

2
1

6
t dt

=
3 3

2 2
1 2 1

( ) C = (1 sin 6 ) C
6 3 9

t x   

À°çÅÔðä CF.

1
4 4

5

( )x x
dx

x


 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË

1
1

4
4 4 3

5 4

1
(1 )

( )x x xdx dx
x x




 

Ô¹ä – 3

3 4

1 3
1 1 – ,x t dx dt

x x
   j[kusij

ÇÂÃ ñÂÆ

1
4 4

5

( )x x
dx

x


 =

1

4
1

3
t dt

=

5
5

4
4

3

1 4 4 1
C = 1 C

3 5 15
t

x

 
    

 

À°çÅÔðä CG.

4

2( 1) ( 1)

x dx

x x  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË

4

2 3 2

1
( 1)

( 1)( 1) 1

x
x

x x x x x
  

    

= 2

1
( 1)

( 1) ( 1)
x

x x
 

 
... (1)

Ô¹ä 2 2

1 A B C

( 1)( 1)( 1) ( 1)

x

xx x x


 

  
ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» ... (2)

ð¼Öä å¶
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1 =A (x2 + 1) + (Bx + C) (x – 1)
=(A + B) x2 + (C – B) x + A – C

ÇÂÃ ñÂÆ ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ ×¹ä»Õ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ A + B = 0, C – B = 0 Áå¶

A – C = 1, ÇÜÃ éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ
1 1

A , B C –
2 2

  

A, B Áå¶ C çÅ î¹¼ñ (2)Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

2 2 2

1 1 1 1

2( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)

x

xx x x x
  

   
... (3)

(3)Áå¶ (1)Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

4

2 2 2

1 1 1
( 1)

2( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)

x x
x

xx x x x x
    

    

ÇÂÃ ñÂÆ

4 2
2 – 1

2

1 1 1
log 1 – log ( 1) – tan C

2 2 4 2( 1) ( 1)

x x
dx x x x x

x x x
     

  

À°çÅÔðä CH. 2

1
log (log )

(log )
x dx

x

 
 

 
 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ
2

1
I log (log )

(log )
x dx

x

 
  

 


= 2

1
log (log )

(log )
x dx dx

x
 

ÁÅÀ°, êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú1ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I = 2

1
log (log )

log (log )

dx
x x x dx

x x x
  

= 2
log (log )

log (log )

dx dx
x x

x x
   ... (1)

Çëð log

dx

x , å¶ ÇòÚÅð Õð¯, 1ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñò¯ Áå¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé Õð¯,

ÇÂÃ åð·» ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ



ÇÂéÇà×ðñ 295

log

dx

x = 2

1 1
– –

log (log )

x
x dx

x xx

   
      

 ... (2)

(2) Áå¶ (1), Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË å»

I = 2 2
log (log )

log (log ) (log )

x dx dx
x x

x x x
   

= log (log ) C
log

x
x x

x
 

À°çÅÔðé CI. cot tanx x dx   êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË ÇÕ I cot tanx x dx    tan (1 cot )x x dx 
Ô¹ä tan x = t2, ð¼Öä å¶ sec2 x dx = 2t dt

ÁðæÅå dx = 4

2

1

t dt

t

Ô¹ä I = 2 4

1 2
1

(1 )

t
t dt

t t

 
   

=
2 2

4
2

2

1
1

( 1)
2 = 2

11

dt
t t

dt
t

t
t

 
  

 
  

  =
2

2

1
1

2
1

2

dt
t

t
t

 
  

 
   



åç
1

t
t

 = y, ð¼Öä å¶ 2

1
1

t

 
 

 
dt = dy

åç
 

2
2

I 2
2

dy

y



 = – 1 – 1

1

2 tan C = 2 tan C
2 2

t
y t

 
  

 

=

2
– 1 – 11 tan 1

2 tan C = 2 tan C
2 2 tan

t x

t x
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À°çÅÔðä D@.
4

sin 2 cos 2

9 – cos (2 )

x x dx

x
 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ
4

sin 2 cos 2
I

9 – cos 2

x x
dx

x
 

Ô¹ä cos2 (2x) = t ð¼Öä å¶ å» ÇÕ 4 sin 2x cos 2x dx = – dt

ÇÂÃ ñÂÆ –1 1 2

2

1 1 1 1
I – – sin C sin cos 2 C

4 4 3 4 39 –

dt t
x

t

   
        

   


À°çÅÔðä DA.
3

2

1
sin ( )x x dx


 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ f (x) = | x sin x | =

sin , 1 1

3
sin ,1

2

x x x

x x x

    


   


osQfy,

osQfy,

ÇÂÃ ñÂÆ

3

2

1
| sin |x x dx


 =

3
1

2

1 1
sin sinx x dx x x dx


    

=

3
1

2
1 1

sin sinx x dx x x dx


   
Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ç¯ò» ÇÂéÇà×ðñ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

3

2

1
| sin |x x dx


 =

3
1

2

2 2
1 1

– cos sin cos sinx x x x x x



       
          

= 2 2

2 1 1 3 1 
         

À°çÅÔðä DB. 2 2 2 20 cos sin

x dx

a x b x



 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 2 2 2 2 2 2 2 20 0

( )

cos sin cos ( ) sin ( )

x dx x dx

a x b x a x b x

  


     

(P
4
çÆ òðå¯º éÅñ)

=
2 2 2 2 2 2 2 20 0cos sin cos sin

dx x dx

a x b x a x b x

 
 

  

ç¶ ñÂÆ

ç¶ ñÂÆ
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= 2 2 2 20
I

cos sin

dx

a x b x


 



ÇÂÃ ñÂÆ 2I = 2 2 2 20 cos sin

dx

a x b x






ÁðæÅå I = 2
2 2 2 2 2 2 2 20 0

2
2 2cos sin cos sin

dx dx

a x b x a x b x


 

 
  

(P
6
çÆ òðå¯º éÅñ)

4 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0

4

2 24 2

2 2 2 2 2 2
0

4

1 0

2 2 2 2 2 2
0 1

1 0
1 1

0 1

cos sin sin

sec

tan cot

tan tan

tan

dx dx

a x b x a cos x b x

x dx xdx

a b x a x b

dt dt

a b t a u b

bt au

ab a ab b

ab

 



 



 



 
 

   
    

 

 
 

  
  

 

 
   

    

    
    

   




 

 

 

cosec

1 1

2

tan

2

b a

a b

ab

 
 

 




ÁÇíÁÅÃ G Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
A å¯º BD å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. 3

1

x x
2.

1

x a x b  

3.
2

1

x ax x
[Ã¿Õ¶å : x =

a

t
ð¼Ö¯] 4. 3

2 4 4

1

( 1)x x 

5. 11

32

1

x x

[Ã¿Õ¶å:
11 1 1

32 3 6

1 1

1x x x x


 

  
 
 

, x = t6 ð¼Ö¯]

(tan x = t Áå¶ cot x = u ð¼Ö¯Í)
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6. 2

5

( 1) ( 9)

x

x x 
7.

sin

sin ( )

x

x a
8.

5 log 4 log

3 log 2 log

x x

x x

e e

e e





9.
2

cos

4 sin

x

x
10.

8 8

2 2

sin cos

1 2sin cos

x x

x x




11.

1

cos ( ) cos ( )x a x b 

12.
3

81

x

x
13.

(1 ) (2 )

x

x x

e

e e 
14. 2 2

1

( 1) ( 4)x x 

15. cos3 x elog sinx 16. e3 logx (x4 + 1)– 1 17. f (ax + b) [f (ax + b)]n

18.
3

1

sin sin ( )x x  

19.
1

1

x

x




20.

2 sin 2

1 cos2
xx

e
x




21.

2

2

1

( 1) ( 2)

x x

x x

 

 

22.
– 1 1

tan
1

x

x




23.

2 2

4

1 log ( 1) 2 logx x x

x

    

BD å¯º CA å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

24.
2

1 sin

1 – cos
x x

e dx
x





 
 
 

 25. 4
4 40

sin cos

cos sin

x x
dx

x x



 26.
2

2
2 20

cos

cos 4 sin

x dx

x x





27. 3

6

sin cos

sin 2

x x
dx

x






 28.

1

0 1

dx

x x 
 29. 4

0

sin cos

9 16 sin 2

x x
dx

x






30. 12

0
sin 2 tan (sin )x x dx







31.  
4

1
1| | 2 | | 3x x x dx    

Ô¶á ÇñÇÖÁ» ù êÌîÅÇäå Õð¯ (êÌôé CB å¯º CG å¼Õ)A

32.
3

21

2 2
log

3 3( 1)

dx

x x
 

 33.
1

0
1xx e dx 

34.
1 17 4

1
cos 0x x dx


 35. 32

0

2
sin

3
x dx
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36. 34

0
2 tan 1 log 2x dx



 

37.
1 1

0
sin 1

2
x dx 

 

CH å¯º D@ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

38.
x x

dx

e e ìðÅìð ÔËÍ

(A) tan–1 (ex) + C (B) tan–1 (e –x) + C

(C) log (ex – e –x) + C (D) log (ex + e –x) + C

39.
2

cos2

(sin cos )

x
dx

x x ìðÅìð ÔËÍ

(A)
–1

C
sin cosx x




(B) log |sin cos | Cx x 

(C) log |sin cos | Cx x  (D) 2

1

(sin cos )x x

40. Üç¯º ÇÕ f (a + b – x) = f (x), å» ( )
b

a
x f x dx ìðÅìð ÔËÍ

(A) ( )
2

b

a

a b
f b x dx


 (B) ( )

2

b

a

a b
f b x dx




(C) ( )
2

b

a

b a
f x dx


 (D) ( )

2

b

a

a b
f x dx




ÃÅð-Á¿ô

 ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇâëðËéôñ Õñé Çò¼Ú, ÃÅù

ÇÂ¼Õ ëñé Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÁÃÆº ÇÂÃ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ÁðæÅå ÇâëðËéôñ

êåÅ ÕðéÅ Ô¹¿çÅ ÔË êð¿å± ÇÂéÇà×ðñ Õñé Çò¼Ú ÃÅù ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ êåÅ

ÕðéÅ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃçÅ âËðÆòËÇàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂ¼Õ ÇÕÇðÁÅ

ÔË Ü¯ ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÔË
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î³é ñÀ° ÇÕ F( ) ( )
d

x f x
dx

 . å» ÁÃÆº ( ) F ( ) Cf x dx x  ÇñÖç¶ Ô»Í ÇÂÔé»

ÇÂéÇà×ðñ ù Áé§å Ü» ÇòÁÅêÕ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ C ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ

ÁÚñ ÔËÍ ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

 Áé§å ÇÂéÇà×ðñ, ÇÜÁÅÇîåÕ å½ð å¶ òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ç¶ ÃîÈÔ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË

ÇÜÔé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ñÂÆ ÇÂ¼Õ òÕð ù y&è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ ÁÅêä¶ Ãî»åð À°µêð ò¼ñ Ü»

Ô¶á» ò¼ñ, ÃÇîåÆ ìçñ Õ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

 Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» Ô¶á ÇñÖ¶ ÔéÍ

1. [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    
2. ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ k, ç¶ ñÂÆ ( ) ( )k f x dx k f x dx 

Ç÷ÁÅçÅ ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú Üç¯º ÇÕ f
1
, f

2
, f

3
,..., f

n
, ëñé ÔË, Áå¶ k

1
, k

2
,...,k

n
,

òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé å»

1 1 2 2[ ( ) ( ) ... ( )]n nk f x k f x k f x dx  

= 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nk f x dx k f x dx k f x dx    
 Õ°¼Þ îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ÇÂéÇà×ðñ

(i)
1

C
1

n
n x

x dx
n



 
 , n  – 1. ÖÅÃ å½ð å¶ Cdx x 

(ii) cos sin Cx dx x  (iii) sin – cos Cx dx x 

(iv)
2sec tan Cx dx x  (v)

2cosec – cot Cx dx x 

(vi) sec tan sec Cx x dx x 

(vii) cosec cot – cosec Cx x dx x  (viii)
1

2
sin C

1

dx
x

x

 




(ix)
1

2
cos C

1

dx
x

x

  


 (x)
1

2
tan C

1

dx
x

x

 


(xi)
1

2
cot C

1

dx
x

x

  
 (xii) Cx xe dx e 

(xiii) C
log

x
x a

a dx
a

  (xiv) 1
log Cdx x

x
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 ÁêÈðé Çí¿é» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ êÇðî¶ï ëñé
P ( )

Q ( )

x

x
, ç¯ ìÔ¹êç» ç¶ Áé°êÅå ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå

ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ P(x) Áå¶ Q (x), Úñ x Çò¼Ú ìÔ¹êç Ôé Áå¶ Q (x)  0. Ü¶ ìÔ¹êç

P(x) çÆ ØÅå ìÔ¹êç Q(x), çÆ ØÅå å¯º ò¼è ÔË, å» ÁÃÆº P(x) ù Q(x) éÅñ ò¿â Õðç¶

Ô» å» ÇÕ 1P ( )P ( )
T ( )

Q ( ) Q( )

xx
x

x x
  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕ¶ ÇÂ¼æ¶ T (x), ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç

ÔË Áå¶ P
1
(x) çÆ ØÅå Q(x) çÆ ØÅå å¯º Ø¼à ÔËÍ ìÔ¹êç Ô¯ä ç¶ ÕÅðé T (x) çÅ

ÇÂéÇà×ðñ ÁÅÃÅéÆ éÅñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË 1P ( )

Q( )

x

x
ù Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÇÕÃî» çÆ

ÁêÈðé Çí¿é» ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô¯Â¶ ÇÂÃçÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

1.
( ) ( )

px q

x a x b



 
=

A B

x a x b


 
, a  b

2. 2( )

px q

x a




= 2

A B

( )x a x a


 

3.

2

( ) ( ) ( )

px qx r

x a x b x c

 

  
=

A B C

x a x b x c
 

  

4.

2

2( ) ( )

px qx r

x a x b

 

 
= 2

A B C

( )x a x bx a
 

 

5.

2

2( ) ( )

px qx r

x a x bx c

 

  
=

2

A B + Cx

x a x bx c


  
,

ÇÂ¼æ¶ x2 + bx + c ç¶ Á¼×¶ ×¹äéÖ³â éÔÆº ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶Í

 êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé

ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ Úñ Çò¼Ú ìçñÅÁ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ù ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ î½ÇñÕ ÇÂéÇà×ðñ

Çò¼Ú ìçñ Çç³çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇòèÆ ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Úñ ù ÇÕÃ¶ çÈÃð¶ Úñ Çò¼Ú ìçñç¶ Ô»,

êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ Üç ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú Õ°Þ ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé î½÷Èç Ô¯ä

å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ°Þ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô»Í êÌåÆÃæÅåêé

ÇòèÆ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ÇÂéÇà×ðñ» ù êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

(i) tan log sec Cx dx x  (ii) cot log sin Cx dx x 
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(iii) sec log sec tan Cx dx x x  

(iv) cosec log cosec cot Cx dx x x  
 Õ¼°Þ ÖÅÃ ëñé» çÆÁ» ÇÂéÇà×ðñ

(i) 2 2

1
log C

2

dx x a

a x ax a


 



(ii) 2 2

1
log C

2

dx a x

a a xa x


 

 (iii)
1

2 2

1
tan C

dx x

a ax a

 


(iv) 2 2

2 2
log C

dx
x x a

x a
   


 (v)

1

2 2
sin C

dx x

aa x

 




(vi)
2 2

2 2
log | | C

dx
x x a

x a
   




 Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé» f
1
Áå¶ f

2
, ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1 2 1 2 1 2( ) . ( ) ( ) ( ) ( ) . ( )
d

f x f x dx f x f x dx f x f x dx dx
dx

 
   

 
    , ÁðæÅå ç¯

ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇÂéÇà×ðñ = êÇÔñÅ ëñé × çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ –

{êÇÔñÅ çÅ ÇâëðËéôñ ×¹ä»Õ × çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ} çÅ ÇÂéÇà×ðñÇÂÃ ñÂÆ

êÇÔñÅ ëñé Áå¶ çÈÜ¶ ëñé çÅ À°ÇÚå Ú¯ä Çò¼Ú ÇèÁÅé ç¶ä çÆ ñ¯ó ÔËÍ Ãêôà å½ð å¶

ÃÅù ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË ÇÜÃçÅ ÇÂéÇà×ðñ ÃÅù

êåÅ Ô¯ò¶Í

 [ ( ) ( )] ( ) Cx xe f x f x dx e f x dx   
 ÇÂéÇà×ðñ çÆÁ» Õ¼°Þ ÖÅÃ ÇÕÃî»

(i)
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2

x a
x a dx x a x x a      

(ii)
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2

x a
x a dx x a x x a      

(iii)
2

2 2 2 2 1sin C
2 2

x a x
a x dx a x

a
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(iv)
2 2

dx dx

ax bx c ax bx c   
 vFkok òð×ÆÁ» ÇÕÃî» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù

êÌîÅÇäå ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ax2 + bx + c =

2 2
2

22 4

b c b c b
a x x a x

a a a a a

     
         

      

(v) 2 2

px q dx px q dx

ax bx c ax bx c

 

   
 vFkok òð×ÆÁ» ÇÕÃî» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù

îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

2A ( ) B A (2 ) B
d

px q ax bx c ax b
dx

        ,A Áå¶ B çÅ î¹¼ñ êåÅ

Õðé ç¶ ñÂÆ ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ

 ÁÃÆº ( )
b

a
f x dx ù òÕð, y = f (x), a  x  b, x-è¹ð¶ Áå¶ ordinates x = a Áå¶

x = b Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ [a, b] Çò¼Ú

x ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔË åç ( )
x

a
f x dx Ö¶åðëñ ëñé A (x) ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ö¶åðëñ ëñé

çÅ Ã¿Õñê ÃÅù Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔËÍ

G.H.B ÇÂéÇÂ×ðñ Õñé çÆ êÇÔñÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (First fundamental theorem of integral
calculus)

êÌî¶ï A. î³é ñÀ¹ Ö¶åðëñ ëñé A(x) = ( )
x

a
f x dx , ÃÅð¶  x  a, ç¶ ñÂÆ, éÅñ

êÌíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ f ù Á³åðÅñ [a, b] å¶ ñ×ÅåÅð î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, åç

A (x) = f (x) ÃÅð¶  x  [a, b] ç¶ ñÂÆÍ

 ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï

î³é ñÀ° ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] å¶ êÌíÅÇôå f , x ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ F ÇÂ¼Õ

çÈÃðÅ ëñé ÔË ÇÜ¼æ¶ F( ) ( )
d

x f x
dx

 , f ç¶ êÌ»å ç¶ ÃÅð¶ x ç¶ ñÂÆ ÔËÍ

åç  ( ) F( ) C F ( ) F ( )
b b

aa
f x dx x b a   

ÇÂÃ ù ÇòÃæÅð [a, b] å¶ f çÅ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ a Áå¶ b ÇÂéÇà×ðñ

çÆÁ» ÃÆîÅò» ÁÖÅÀ°ºçÆÁ» Ôé, a ù Ô¶áñÆ ÃÆîÅ Áå¶ b ù À°êðñÆ ÃÆîÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

——

ÁðæÅå

ÁðæÅå
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One should study Mathematics because it is only through Mathematics that

nature can be conceived in harmonious form. – BIRKHOFF 
8.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÇÜÁÅÇîåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº Çåzí¹Ü», ÁÅÇÂå», Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü» Áå¶ Ú¼Õð»

ç¶ éÅñ éÅñ ò¼Ö-ò¼Ö åð·» çÆÁ» ÇÜÁÅîåÆ ôÕñ» ÁÅÇç ç¶ Ö¶åðëñ

çÆ ×äéÅ ç¶ ñÂÆ ÃÈåð» çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇòÔÅðÕ ÜÆòé

çÆÁ» Áé¶Õ Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ ñÂÆ ×Çäå çÅ Áé°êÌï¯× Çò¼Ú ÇÂÃ

êÌÕÅð ç¶ ÃÈåð ÁèÅð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» ÁèÅðÆ ÃÈåð» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ

éÅñ ÁÃÆº Áé¶Õ ÃÅèÅðé ôÕñ» ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Õð ÃÕç¶

Ô»Í êð Çëð òÆ ÇÂÔ ÃÈåð òÕð» ç¹ÁÅðÅ ÇØð¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ ç¶

ñÂÆ ÕÅëÆ éÔÆº ÔéÍ ÇÂÃ ç¶ ñÂÆ ÃÅù ÇÂéÇà×ðñ Õñé ç¶ Õ°Þ

Ã¿Õñê» çÆ ÷ðÈðå Ô¯ò¶×ÆÍ

ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº, Ü¯ó ç¶ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå

ÇÂéÇà×ðñ» çÆ ×äéÅ Õðç¶ Ãî¶º òÕð y = f (x), è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»

x = a, x = b Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé çÅ

ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÃÅèÅðé òÕð» ç¶ Á³åð×å, Ãðñ ð¶ÖÅò» Áå¶ Ú¼Õð», ê¶ðÅì¯ñÅ

Áå¶ ÇÂÇñêÃ(Õ¶òñ îÅéÕ ðÈê)çÆÁ» ÚÅê» ç¶ Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÇéÇà×ðñ» ç¶

ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Áé°êÌï¯× çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í À°êð¯Õå òÕð» ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù òÆ êåÅ Õð»×¶Í

8.2 ÃèÅðé òÕð» ç¶ Á³åð×å Ö¶åðëñ (Area Under Simple Curves)

ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº, Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ Õñé çÆ î½ÇñÕ

êÌî¶ï çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ ×äéÅ ÇÕò¶º ÕÆåÆ ÜÅÂ¶, çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä

ÁÃÆº òÕð y = f (x), x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = a Áå¶ x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé çÆ

ÁÅÃÅé Áå¶ Á³åð Ç×ÁÅé éÅñ Ô¯ä òÅñÆ ÇòèÆ çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð H.A Çò¼Ú ÁÃÆº òÕð ç¶

ÁÇèÁÅÇÂ

A.L. Cauchy
(1789-1857)

8

ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Áé°êÌï¯×
(Application of Integrals)

304
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Á³åð×å Ö¶åðëñ ù ìÔ¹å êåñÆ Áå¶ ¦ìÕÅðÆ,

Ç÷ÁÅçÅ Ç×äåÆ Çò¼Ú ê¼àÆÁ» éÅñ ìäÅ ÃÕç¶ Ô»Í y

À°ÚÅÂÆ Áå¶ dx Ú½óÅÂÆ òÅñÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ê¼àÆ

å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂÃ Çò¼Ú dA (ÁèÅðÆ ê¼àÆ çÅ

Ö¶åðëñ) = ydx, ÇÜ¼æ¶ y = f (x) ÔËÍ

ÇÂÔ Ö¶åðëñ ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¯

ÇÕ Ö¶åð ç¶ Á³çð ÇÕÃ¶ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÃÇæåÆ å¶ Áå¶ a

Áå¶ b ç¶ Çò¼Ú x ç¶ ÇÕÃ¶ î¹¼ñ éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ

Ü»çÅ ÔËÍ ÁÃÆº òÕð y = f (x), Õ¯àÆ x = a, x = b Áå¶ x&è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ A

ù, Ö¶åð PQRSP Çò¼Ú ÃÅðÆÁ» êåñÆ ê¼àÆÁ» ç¶ Ö¶åðëñ

ç¶ Ü¯ó ç¶ éåÆÜ¶ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ç¶Ö ÃÕç¶ Ô»Í Ã¿Õ¶åÕ ðÈê

Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÃ ù ÇÂÃ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»:

A = A ( )
b b b

a a a
d ydx f x dx   

òÕð x = g (y), y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» y = c, y = d éÅñ ÇØð¶

Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃÈåð ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ

ÔËÍ

A = ( )
d d

c c
xdy g y dy 

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô» ÇÜò¶º ÇÕ

ÇÚ¼åð H . B Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÜçÇÕ ÇòÚÅð ÁèÆé òÕð çÆ ÃÇæåÆ x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á» ÔË, å» ÇÜò¶ºÇÕ ÇÚ¼åð H.C Çò¼Ú

çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼æ¶ x = a å¯º x = b å¼Õ f (x) < 0 ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, x-

è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = a, x = b

éÅñ ÇØð¶ Ö ¶åð çÅ Ö¶åðëñ

ÇðäÅåîÕ Ô¯ Ü»çÅ ÔË, êð¿å± ÁÃÆº

Ö¶åðëñ ç¶ ÇÃðë Ã¿ÇÖÁÅåîÕ î¹¼ñ

çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ

ÜçÇÕ Ö¶åðëñ ÇðäÅåîÕ ÔË å»

ÁÃÆº ÇÂÃç¶ Çéðê¶Ö î¹¼ñ ÁðæÅå

( )
b

a
f x dx ù ñËºç¶ Ô»Í

ÇÚ¼åð H.B

ÇÚ¼åð H.C

ÇÚ¼åð H.A
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ÇÚ¼åð H. D

ÁÅî å½ð å¶ ÇÂÃ åð·» Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ òÕð çÅ Õ°¼Þ íÅ× x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð Ô¯ò¶ Áå¶ Õ°¼Þ íÅ× x-è¹ð¶ ç¶

Ô¶á» Ô¯ò¶, ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.D Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ A
1

< 0 Áå¶ A
2

> 0 ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

òÕð y = f (x), x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = a Áå¶ x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ A ÃÈåð A =

1A + AA
2
ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé A. Ú¼Õð x2 + y2 = a2 çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ: ÇÚ¼åð H.E Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð éÅñ ÇØð¶ Ô¯Â¶ Ö¶åð çÅ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ

= 4 (Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆ Ordinates x = 0 Áå¶ x = a éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ

AOBA çÅ Ö¶åðëñ)

[ÇÕÀ°ºÇÕ Ú¼Õð x- è¹ð¶ Áå¶ y- è¹ð¶ ç¯ò» å¶ ÃîÇîåÆ

Çò¼Ú ÔËÍ]

=
0

4
a

ydx (¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ñËºç¶ Ô¯Â¶)

= 2 2

0
4

a

a x dx ,

ÇÕÀ°ºÇÕ x2 + y2 = a2 å¯º
2 2y a x  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

ÇÜò¶º ÇÕ Ö¶åð AOBA êÇÔñ¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÃÇæå ÔË

ÇÂÃ ñÂÆ y ù èéÅåîÕ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ

Õðé å¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð éÅñ ÇØÇðÁÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶

ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

=
2

2 2 –1

0

4 sin
2 2

a
x a x

a x
a

 
  

 
=

2
14 0 sin 1 0

2 2

a a 
  

      

ÇÚ¼åð H. E
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ÇÚ¼åð H. G

=
2

24
2 2

a
a

   
   

   

çÈÜÅ ìçñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.F Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ

ÔË ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð ç¹ÁÅðÅ

ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ

=
0

4
a

xdy = 2 2

0
4

a

a y dy (ÇÕÀ°º?)

=
2

2 2 1

0

4 sin
2 2

a

ay y
a y

a
 

  
 

=
2

14 0 sin 1 0
2 2

aa 
  

      

=
2

24
2 2

a
a


 

À°çÅÔðé B. ÇÂÇñêÃ
2 2

2 2
1

x y

a b
  éÅñ ÇØð¶ çÅ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H.G Çò¼Ú ÇÂÇñêÃ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ABABA çÅ Ö¶åðëñ

=
0,

4
x x x a

AOBA

   
  
 

«ÁºÂ∂‘Ø¬∂Ú’ Ëπ∂¡Â∂’Ø‡∆¡ª Áπ¡≈≈Í«‘Ò∆⁄ΩÊ≈¬∆«Úº⁄

«ÿ∂÷∂Â Á≈÷∂ÂÎÒ

]

(ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÇñêÃ x-è¹ð¶ Áå¶ y-è¹ð¶ ç¯ò» Çò¼Ú ìðÅìð ÃîÇîåÆ Çò¼Ú ÔË)

=
0

4 ( )
a

ydx mèok/ZjiVf~V;k¡yrssg,q

Ô¹ä

2 2

2 2

x y

a b
 = 1 éÅñ

2 2b
y a x

a
  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, êð¿å± Ö¶åð AOBA êÇÔñÆ ÇÂ¼Õ

Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÃÇæå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ y èéÅåîÕ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

=
2 2

0
4

a b
a x dx

a


2
2 2 –1

0

4
sin

2 2

a
b x a x

a x
a a

 
   

 
(ÇÕÀ°º)

2
14

0 sin 1 0
2 2

b a a

a


  
     

   

ÇÚ¼åð H. F

¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ñËºç¶ Ô¯Â¶
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ÇÚ¼åð H. H

24

2 2

b a
ab

a


  ÔËÍ

çÈÜÅ ìçñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.H Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õðç¶

Ô¯Â¶, ÇÂÇñêÃ çÅ Ö¶åðëñ

=
0

4
b

xdy = 2 2

0
4

ba
b y dy

b
 (ÇÕÀ°º?)

2
2 2 –1

0

4
sin

2 2

b
a y b y

b y
b b

 
   

 

2
–14

0 sin 1 0
2 2

a b b

b

  
        

24

2 2

a b
ab

b


     ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ H.A

1. ÇÂÇñêÃ
2 2

1
16 9

x y
  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

2. ÇÂÇñêÃ
2 2

1
4 9

x y
  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

êÌôé C Áå¶ D Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

3. êÇÔñÆ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ú¼Õð x2 + y2 = 4 Áå¶ ð¶ÖÅò» x = 0, x = 2 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ

Ö¶åðëñ ÔË :

(A)  (B)
2


(C)

3


(D)

4



4. òÕð y2 = 4x, y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅ y = 3 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A) 2 (B)
9

4
(C)

9

3
(D)

9

2
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ÇÚ¼åð H. I

ÇÚ¼åð H. A@

ë¹àÕñ À°çÅÔðé»

À°çÅÔðé C. ð¶ÖÅ y = 3x + 2, x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» ordinates

x = –1 Áå¶ x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H².I Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ð¶ÖÅ y

= 3x + 2, x- è¹ð¶ ù x =
2

3


å¶ ÇîñçÆ ÔË Áå¶

2
1,

3
x

    ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ×ðÅë x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á» ÔË Áå¶

2
,1

3
x

 
   ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ×ðÅë x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð ÔËÍ

ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð ACBA çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð

ADEA çÅ Ö¶åðëñÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

=

2
1

3
21

3

(3 2) (3 2)x dx x dx



   

=

2
12 23

2
1

3

3 3
2 2

2 2

x x
x x






   
     

   
=

1 25 13

6 6 3
 

À°çÅÔðé D. x = 0 Áå¶ x = 2ç¶ ÇòÚÕÅð òÕð

y = cos x éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H². A@ å¯º, ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

= Ö¶åð OABO çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð BCDB çÅ

Ö¶åðëñ + Ö¶åð DEFD çÅ Ö¶åðëñ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

=

3ππ
2π22

3ππ0

22

cos cos cosx dx x dx xdx   

=      
3

22 2

30
2 2

sin sin sinx x x

 


 
  = 1 + 2 + 1 = 4
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ÁÇèÁÅÇÂ H å¶ ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð» Áå¶ ð¶ÖÅò» éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ :

(i) y = x2; x = 1, x = 2 Áå¶ x- è¹ðÅ

(ii) y = x4; x = 1, x = 5 Áå¶ x- è¹ðÅ

2. y = 3x  çÅ ×ðÅë ÇÖ¼Ú¯ Áå¶
0

6
3x dx


 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

3. x = 0 Áå¶ x = 2 Áå¶ òÕð y = sin x ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

D å¯º E å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :

4. òÕð y = x3, x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» ordinates x = – 2, x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

ÔËÍ

(A) – 9 (B)
15

4



(C)
15

4
(D)

17

4

5. òÕð y = x | x | , x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = – 1 Áå¶ x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ

(A) 0 (B)
1

3

(C)
2

3
(D)

4

3

[Ã¿Õ¶å : y = x2 Üç ÇÕ x > 0 Áå¶ y = – x2 Üç x < 0]

ÃÅð-Á¿ô

 òÕð y = f (x), x- è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» x = a Áå¶ x = b (b > a) éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

çÅ ÃÈåð : Ö¶åðëñ ( )
b b

a a
ydx f x dx   ÔËÍ

 òÕð x =  (y), y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» y = c, y = d éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ çÅ ÃÈåð :

Ö¶åðëñ = ( )
d d

c c
xdy y dy   ÔËÍ



ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Áé°êÌï¯× 311

——

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ é¯à

ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÅ îÈñ ×Çäå ç¶ ô¹ðÈÁÅåÆ ÇòÕÅÃ ÕÅñ å¯º ÔÆ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ ÇÂÔ ê¹ðÅä¶

ï±éÅéÆ ×ÇäåÕÅð» ç¹ÁÅðÅ ÇòÕÇÃå (exhaustion) ÇòèÆ å¶ ÁèÅÇðå ÔËÍ ÇÂÃ ÇòèÆ çÅ Üéî

Ãîåñ ÇÚ¼åð» ç¶ Ö¶åðëñ Áå¶ á¯Ã òÃå±Á» ç¶ ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ éÅñ Ã¿ì¿Çèå î¹ôÇÕñ»

ç¶ Ô¼ñ Çò¼Ú Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» éÅñ (exhaustion) ÇòèÆ, ù ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÆ ô¹ðÈÁÅåÆ

ÃÇæåÆ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃîÇÞÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÖÆäåÅ (exhaustion) ÇòèÆ çÅ Ãí å¯º ò¼è ÇòÕÅÃ

ô¹ðÈÁÅåÆ ÕÅñ Çò¼Ú ï±â¯ÕÃ (Eudoxus (440 ÂÆÃÅ êÈðò) Áå¶ ÁÅðÕÆîÆâÆ÷ (Archimedes

(C@@ ÂÆÃÅ êÈðò) ç¶ Õ¿î» éÅñ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

Õñé ç¶ ÇÃè»å çÅ ´îì¼è ÇòÕÅÃ ÂÆÃÅ å¯º AGòÆº ÃçÆ ìÅç Çò¼Ú Ô¯ÇÂÁÅÍ Ã¿é AFFE Çò¼Ú

ÇéÀ±àé é¶ Õñé å¶ ÁÅêäÅ Õ¿î êÌòÅÔ ç¶ ÇÃè»å (Theory of fluxion) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ô¹ðÈ

ÕÆåÆÍ À°Ôé» é¶ ÇÂÃ ÇÃè»å çÆ òðå¯º òÕð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ òÕð çÅ Áðè

ÇòÁÅÃ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÕÆåÆÍ ÇéÀ±àé é¶ À°ñà ëñé çÆ èÅðéÅ éÅñ ÜÅä± ÕðòÅÇÂÁÅ Áå¶

ÇÂÃù ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò(Áé§å ÇÂéÇà×ðñ)Ü» Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆ À°ñà ÇòèÆ (Inverse

Method of tangents) çÅ é» Çç¼åÅÍ

1684–86, ç¶ Çò¼Ú ÇñìÇéÜ (Leibnitz) é¶ (Acta Eruditorum) Çò¼Ú ÁÅðàÆÕñ ÛÅÇêÁÅ

ÇÜÃ ù (Calculous Summatorius) é» Çç¼åÅ, ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Áä×Çäå Û¯à¶ Ö¶åðëñ» ç¶ Ü¯ó

éÅñ Ã¿ì¿èå ÃÆ, ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó Ã¿Õ¶å ‘’ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅÍ Ã¿é AFIF ÂÆ. Çò¼Ú À°Ôé» Ü¶º

ìðé¯ñÆ (J.Bernoulli) ç¶ Ã¹ÞÅÁ ù î³é Õ¶ ÁÅêä¶ ÁÅðàÆÕñ ù ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Õñé (Calculus

Integrali) é» Çò¼Ú ìçñ Çç¼åÅÍ ÇÂÔ å¯º ÇéÀ±àé ò¼ñ¯º Çç¼å¶ ×Â¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆ À°ñà ÇòèÆ

(Inverse Method of tangents) ç¶ Ã¿×å ÃÆÍ

ÇéÀ±àé Áå¶ ÇñìÇéÜ ç¯é» é¶ êÈðé å½ð å¶ Á÷Åç ðÃåÅ ÁêäÅÇÂÁÅ Ü¯ ÇìñÕ°ñ ò¼Ö ÃéÍ

êð ÁÃñ Çò¼Ú ç¯ò¶º ÇÃè»å» ç¶ éåÆÜ¶ ÇòÔÅðÕ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ¯ ÇÜÔ¶ êÅÂ¶ ×Â¶Í ñËòÇéÜ é¶ ÃÆÇîå

ÇÂéÇà×ðñ çÆ èÅðéÅ çÆ òðå¯º ÕÆåÆÍ

ÇÂÔ ÇéôÇÚå ÔË ÇÕ À°Ã é¶ Ãí å¯º êÇÔñ» Ãê¼ôà ðÈê Çò¼Ú çÆ êÌåÆâËðÆò¶Çàò Áå¶ ÃÆÇîå

ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Ã¿ì¿è çÆ åÅðÆø ÕÆåÆÍ

ÇÃ¼àÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆÁ» ÁÅèÅðíÈå èÅðéÅò», ÇÃè»å» Áå¶ ÇâëðËéôñ

Õñé éÅñ ÇÂÃç¶ ô¹ðÈÁÅåÆ Ã¿ì¿è» çÅ ÇòÕÅÃ êÆ². âÆ. ëðîËà, ÁÅÂÆ. ÇéÀ±àé Áå¶ ÜÆ. ÇñìÇéÜ

ç¶ Õ¿î» ç¹ÁÅðÅ AG òÆ ôåÅìçÆ ç¶ Á³å Çò¼Ú Ô¯ÇÂÁÅÍ Çëð òÆ ÇÂÃ çÅ êÌîÅÇäÕåÅ, ÃÆîÅ ç¶

Ã¿Õñê ç¶ ÁÅèÅð å¶ AIòÆº ôåÅìçÆ ç¶ ô¹ðÈ Çò¼Ú Â¶. ÁËñ. Õ¯ÚÆ (A.L.Cauchy) ò¼ñ¯º

ÇòÕÇÃå ÕÆåÆ ×ÂÆÍ Á³å Çò¼Ú ñÆ Ã¯ëÆ (Lie Sophie) çÅ Ô¶á ÇñÖÆ Õ°à¶ôé ÔË : "It may be
said that the conceptions of differential quotient and integral which in their origin
certainly go back toArchimedes were introduced in Science by the investigations
of Kepler, Descartes, Cavalieri, Fermat and Wallis... The discovery that
differentiation and integration are inverse operations belongs to Newton and
Leibnitz".
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He who seeks for methods without having a definite problem in mind

seeks for the most part in vain – D. HILBERT 

9.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÜîÅå XI Áå¶ ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÁÇèÁÅÇÂ E Çò¼Ú ÁÃÆº ÚðÚÅ ÕÆåÆ

ÃÆ, ÇÕ ÇÂ¼Õ Ã¹å¿åð Úñ éÅñ ÇÕÃ¶ ëñé Òf Ó çÅ âËðÆò¶Çàò ÇÕò¶º

êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË; îåñì ÇÕÃ¶ ëñé f ç¶ ç¼Ã¶ Ô¯Â¶ Ôð¶Õ ÇÂ¼Õ

çðÃÅÂ¶ x ñÂÆ, f (x) ÇÕò¶º ñ¼ÇíÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ

ÇÂéÇà×ðñ ×Çäå ç¶ êÅá Çò¼Ú òÆ ÁÃÆº ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆ, ÇÕ Ü¶Õð

ÇÕÃ¶ ëñé f çÅ âËðÆò¶Çàò ëñé g ÔË å» ëñé f ÇÕÃ åð·»

ñ¼ÇíÁÅ (êåÅ) ÕÆåÅ ÜÅò¶Í ÇÂÃ ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ Áé°ÃÅð ñóÆì¿è

ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé g ñÂÆ ëñé f ñ¼ÇíÁÅ ÜÅò¶ å» ÇÕ

( )
dy

g x
dx

 ÇÂ¼æ¶ y = f (x) ... (1)

ÃîÆÕðä (1)ç¶ ðÈê òÅñÆ ÃîÆÕðä ù ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ çÆ ìÕÅÇÂçÅ

êÇðíÅôÅ ìÅÁç Çò¼Ú Çç¼åÆ ÜÅò¶×ÆÍ

ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä» çÅ êÌï¯× î¹¼Ö ðÈê Çò¼Ú í½ÇåÕ, ðÃÅÇÂÇäÕ ÇòÇ×ÁÅé, ÜÆò-ÇòÇ×ÁÅé,

ðÅÜéÆåÕ íÈ×¯ñ, Áðæ ôÅÃåð ÁÅÇç ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö Ö¶åð» Çò¼Ú ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÖÆð Çò¼Ú ÃÅðÆÁ»

ÁÅè¹ÇéÕ ÇòÇ×ÁÅé Ö¯Ü» ñÂÆ ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ çÆ ×ÇÔðÅÂÆ éÅñ êó·é çÆ ìÔ¹å ÷ðÈðå ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ç¶ Õ°Þ îÈñ ðÈê èÅðéÅò» ÇâëðËôéñ ÃîÆÕðäÅ ç¶

ÇòÁÅêÕ Áå¶ ÖÅÃ Ô¼ñ, ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ù ìäÅÀ°äÅ (êËçÅ) ÕðéÅ, êÇÔñ¶ Õ¯àÆ Áå¶ êÇÔñÆ

Çâ×ðÆ çÆÁ» ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ Õðé çÆÁ» Õ°Þ ÇòèÆÁ» (åðÆÕ¶) Áå¶ Áñ¼×-Áñ¼× Ö¶åð» Çò¼Ú

ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðäÅ ç¶ À°êï¯× ìÅð¶ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

ÁÇèÁÅÇÂ 9

ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä»
Differential Equations

Henri Poincare
(1854-1912 )

312
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9.2 î½ÇñÕ Ã¿Õñê (Basic Concepts)

ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ Ô¶á ÇñÇÖå ÃîÆÕðä» å¯º ÜÅä± Ô»

x2 – 3x + 3 = 0 ... (1)

sin x + cos x = 0 ... (2)

x + y = 7 ... (3)

ÁÅÀ°, Ô¶á» çðÃÅÂÆ ÃîÆÕðä ìÅð¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

dy
x y

dx
 = 0

... (4)

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ÃîÆÕðä (1)](2)Áå¶ (3)Çò¼Ú ÇÃðë Ã¹å¿åð Áå¶@Çéíðð (ÇÂ¼Õ Ü» À°Ã

å¯º ò¼è)ôÅÇîñ Ôé Ü¯ ÇÕ ÃîÆÕðä (4)Çò¼Ú Úñ ç¶ éÅñ éÅñ Ã¹å¿åð Úñ (x) ç¶ ÁèÅÇðå Úñ

(y) çÅ âËðÆò¶Çàò òÆ ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÅ ÃîÆÕðé ÃÅê¶Ö ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÅî å½ð å¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú Ã¹å¿åð Úñ ç¶ éÅñ ÁèÅÇðå Úñ çÅ âËðÆò¶Çàò

ôÅÇîñ Ô¯ò¶, ÇâëðËôéñ ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¹å¿åð (Á÷Åç) Úñ çÅ, Çéðíð Úñ çÅ

âËðÆò¶Çàò ôÅÇîñ Ô¯ò¶, (ÁÅî ÇòÁÅêÕ) âËðÆò¶Çàò ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé :
32

2
2

d y dy

dxdx

 
   

= 0 ... (5)

ÇÂ¼¼Õ ÁÅî ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ì¶ô¼Õ, ÇÂÃ¶ åð·» ç¶ òÆ ÇâëðËôéñ ÃîÆÕðä Ô¹¿ç¶ Ôé ÇÜé·» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è Ã¹å¿åð Úñ ç¶

ìÅìå âËðÆò¶Çàò òÆ ôÅÇîñ Ô¹¿ç¶ Ôé, ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ ÁÅô¿Õ âËðÆòËÇàò ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ êð

ÇÂÃ Ãåð å¶ ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Õ¶òñ ÁÅî ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðäÅ å¼Õ ÔÆ ÃÆÇîå ð¼Öç¶ Ô»Í ÇÂÃ å¯º

Á¼×¶ ÁÃÆº ÁÅî ÇâëðËôéñ ÃîÆÕðä ñÂÆ ÇâëðËôéñ ÃîÆÕðä ôìç çÅ ÔÆ À°êï¯× Õð»×¶Í

Çà¼êäÆ

1. ÁÃÆº ÇâëðËôéñ» ç¶ ñÂÆ Ô¶á ÇñÖ¶ ÇéôÅé» çÅ êÌï¯× Õð»×¶Í

2 3

2 3
, ,

dy d y d y
y y y

dx dx dx
    

2. À°µÚ¶ çðÜ¶ òÅñ¶ âËðÆò¶ÇàòÅ ç¶ ñÂÆ, Ç÷ÁÅçÅ âËô (dashes)ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºçÅ ×Ëð

Ã¹ÇòèÅÜé Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ ñÂÆ n ò¶ Õ¯àÆ ç¶ âËðÆòËÇàò
n

n

d y

dx
ç¶ òÅÃå¶ ÁÃÆº Ã¿Õ¶å y

n
çÅ êÌï¯×

Õð»×¶Í
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9.2.1 ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ´î (Order of a differential equation)

ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ´î, À°µÚ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðé çÅ Ãí å¯º À°µÚ âËðÆòËÇàò, À°Ã Çò¼Ú

êÅÂ¶ ÜÅä òÅñ¶ ÁèÅÇðå Úñ çÅ Ã¹å¿åð Úñ éÅñ, À°Ã ÃîÆÕðä ç¶ ´î ù êÌíÅÇôå ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¶á ÇñÖ¶ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä å¶ ÇòÚÅð ÕÆåÅ ÜÅò¶ :

xdy
e

dx
 ... (6)

2

2
0

d y
y

dx
  ... (7)

33 2
2

3 2
0

d y d y
x

dx dx

 
   

...(8)

ÃîÆÕðé(6)](7)Áå¶ (8)Çò¼Ú ´îòÅð : êÇÔñ¶, çÈÜ¶ Áå¶ åÆÜ¶ ´î ç¶ ò¼â¶ âËðÆòËÇàò ÔÅ÷ð

Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» çÅ ´î ´îòÅð A,B Áå¶ C ÔËÍ

9.2.2 ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ/Õ¯àÆ (Degree of a differential equation)

ÇÕÃ¶ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ/Õ¯àÆ çÅ êåÅ Õðé ñÂÆ î¹¼Ö Çì³çÈ ÇÂÔ ÔË ÇÕ À°Ô ÇâëðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä, ìÔ¹êçÆ y, y, y ÁÅÇç Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðäÅ

å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

23 2

3 2
2 0

d y d y dy
y

dxdx dx

 
     

... (9)

2
2sin 0

dy dy
y

dx dx

 
    

... (10)

sin 0
dy dy

dx dx

 
    ... (11)

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä (9)y y Áå¶ y ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÃîÕÆðä

(10)yÇò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÔËÍ (Ü¶Õð ÇÂÔ y Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä»
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çÆ Õ¯àÆ ù êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ êð ÃîÆÕðä (11)y Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä éÔÆº ÔË Áå¶

ÇÂÃ êÌÕÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù êÌíÅÇôå éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä âËðÆò¶àò» çÅ ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé ÔË å» À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä çÅ ´î å¯º ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ À°Ã ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚåî ´î âËðÆò¶Çàò

çÆ çÆ ØÅå (èéÅåîÕ Ã¿êÈðé)
À°µêð Çç¼åÆ ×ÂÆ êÇðíÅôÅ å¯º ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä»(6)](7)](8)

Áå¶(9)Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÆ ØÅå ÇÂ¼Õ ÔË, ÃîÆÕðä (10)çÆ ØÅå B ÔË Üç¯º ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä (11)çÆ ØÅå êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ´î Áå¶ Çâ×ðÆ Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ

Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðé A. Ô¶á çðÃÅÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÅ ´î Áå¶ Çâ×ðÆ êåÅ Õð¯ :

(i) cos 0
dy

x
dx

  (ii)

22

2
0

d y dy dy
xy x y

dx dxdx

 
   

 

(iii) 2 0yy y e    

Ô¼ñ :

(i) ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ´î âËðÆòËÇàò
dy

dx
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ´î A

ÔËÍ ÇÂÔ y Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔË Áå¶
dy

dx
çÆ ÁÇèÕåî ØÅå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃËîÆÕðä çÆ Õ¯àÆ/Çâ×ðÆ A ÔËÍ

(ii) ÇºÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ´î âËðÆòËÇàò

2

2

d y

dx
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ´î

B ÔËÍ ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

2

2

d y

dx
Áå¶

dy

dx
Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé ÔË Áå¶

2

2

d y

dx
çÆ

ÁÇèÕåî ØÅå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ´î A ÔËÍ

(iii) ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ´î âËðÆòËÇàò y ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ´î C

ÔËÍ ÇÂÃ ÃîÆÕðä Çò¼Ú Ö¼ìÅ êÅÃÅ âËðÆò¶Çàò (ìÔ¹êçÆ) éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÆ Çâ×ðÆ

çðÃÅÂÆ éÔÆº ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ
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ÁÇíÁÅÃ I.A

A å¯º A@ å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÅ ´î Áå¶ Çâ×ðÆ(Ü¶Õð êÇðíÅÇôå ÔË)å» êåÅ Õð¯Í

1.
4

4
sin( ) 0

d y
y

dx
  2. y + 5y = 0 3.

4 2

2
3 0

ds d s
s

dt dt

 
  

 

4.

22

2
cos 0

d y dy

dxdx

   
    

  
5.

2

2
cos3 sin 3

d y
x x

dx
 

6. 2( )y + (y)3 + (y)4 + y5 = 0 7. y + 2y + y = 0

8. y + y = ex 9. y + (y)2 + 2y = 0 10. y + 2y + sin y = 0

11. ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ

3 22

2
sin 1 0

d y dy dy

dx dxdx

     
        
    

çÆ ØÅå ÔËÍ

(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

12. ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2

2
2 3 0

d y dy
x y

dxdx
   çÅ ´î ÔËÍ

(A) 2 (B) 1 (C) 0 (D) êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

9.3. ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Áå¶ ÖÅÃ Ô¼ñ (General and Particular
Solutions of a Differential Equation)

ÇêÛñÆ ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðé» ù Ô¼ñ ÕÆåÅ ÔË :

x2 + 1 = 0 ... (1)

sin2 x – cos x = 0 ... (2)

ÃîÆÕðä» (1)Áå¶ (2)çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ü» Çîôðå Ã¿ÇÖÁÅ ÔË Ü¯ ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶

ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà ÕðçÆ ÔË íÅò Üç¯º ÇÂÃ Ã¿ÇÖÁÅ ù ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÁéÜÅä ÃîÆÕðä x ç¶ ÃæÅé

å¶ íÇðÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2

d y
y

dx
 = 0 ... (3)

å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»

êÇÔñÆÁ» ç¯ ÃîÆÕðä» ç¶ À°ñà ÇÂÃ ÇâëðËôéñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ëñé ÔË Ü¯

ÇÂÃ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà Õð¶×Å íÅò Üç¯º ÇÂÃ ëñé  ù ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÁéÜÅä y

(ÁèÅÇðå Úñ)çÆ Ü×·Å å¶ íð Õ¶ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
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ëñé y =  (x) ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ëñé (ÇÂéÇà×ðñ òåð)ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ô¶á

ÇñÖÆ ëñé Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

y =  (x) = a sin (x + b) ... (4)

ÇÂ¼æ¶ a, b  R. Ü¶Õð ÇÂÃ ëñé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ âËðÆòËÇàò ù ÃîÆÕðä(3)Çò¼Ú íÇðÁÅ Ü»çÅ

ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Áå¶ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ ç¯é¯º ÁÅêÃ Çò¼Ú ìðÅìð Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ëñé ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä(3)çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ a Áå¶ b ù Õ°Þ ÖÅÃ ÕÆîå a = 2 Áå¶
4

b


 ç¶ Çç¼å¶ Ü»ç¶ Ôé å» ÃÅù Ô¶áñÅ

ëñé êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

y = 
1
(x) = 2sin

4
x

 
 

 
... (5)

Ü¶Õð ÇÂÃ ëñé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ âËðÆòËÇàò ù ÃîÆÕðä(3)Çò¼Ú íÇðÁÅ ÜÅò¶ å» î¹ó å¯º Ö¼ìÅ

êÅÃÅ Áå¶ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ ÁÅêÃ Çò¼Ú ìðÅìð Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ 
1
òÆ ÃîÆÕðä (3)çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

ëñé  ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ a, b ôÅÇîñ ÔË Áå¶ ÇÂÔ ëñé Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ

ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ, 
1
Ü¯ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå

ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ Çò¼Ú 
1
ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ù ÖÅÃ ÕÆîå ç¶ä å¶ êÌÅêå ÔË, Ô¼ñ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ a Áå¶ b Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ, Ü¯ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò ÇòÁÅêÕ

Ô¼ñ Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ù ÖÅÃ ÕÆîå ç¶ä å¶ êÌÅêå Ô¼ñ, ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ

ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä B.êóåÅñ Õð¯ ÇÕ ëñé y = e–3x, ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2
6 0

d y dy
y

dxdx
   çÅ Ô¼ñ

ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé y = e– 3x ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ âËðÆòËÇàò x ç¶ ìÅìå ÕðÕ¶ êÌÅêå

Õðç¶ Ô» :

dy

dx
= 3e–3x ... (1)

Ô¹ä ÃîÆÕðä (1)Úñ x ç¶ ìÅìå âËðÆòËÇàò ÕðÕ¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

2

2

d y

dx
= 9e–3x
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2

2
,

d y dy

dxdx
Áå¶ y çÆ ÕÆîå, Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú íð Õ¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

Ö¼ìÅ êÅÃÅ = 9e– 3x + (–3e– 3x) – 6.e– 3x = 9 e– 3x – 9 e– 3x = 0 = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä çÅ ÇÂ¼Õ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä C. êóåÅñ ÇÕ ëñé y = a cos x + b sin x, ÇÜÃ Çò¼Ú a, b  R, ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä»
2

2
0

d y
y

dx
  çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔË

y = a cos x + b sin x ... (1)

ÃîÆÕðä (1)ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ âËðÆòËÇàò x, ç¶ ìÅìå éÅñ Õðé å¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô»Í

dy

dx
= –a sin x + b cos x

2

2

d y

dx
= – a cos x – b sin x

2

2

d y

dx
Áå¶ y çÆ ÕÆîå Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú íð Õ¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Ö¼ìÅ êÅÃÅ = (– a cos x – b sin x) + (a cos x + b sin x) = 0 = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé, Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I.B

A å¯º A@ å¼Õ Ôð¶Õ êÌôé Çò¼Ú êóåÅñ Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé(Ãê¼ôà Áå¶ ÁÃê¼ôà)Ã¿×å

ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

1. y = ex + 1 : y – y = 0

2. y = x2 + 2x + C : y – 2x – 2 = 0

3. y = cos x + C : y + sin x = 0

4. y = 21 x : y = 21

xy

x

5. y = Ax : xy = y (x  0)

6. y = x sin x : xy = y + x 2 2x y (x  0 Áå¶ x > y ÁðæÅåx < – y)
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7. xy = log y + C : y =

2

1

y

xy
(xy  1)

8. y – cos y = x : (y sin y + cos y + x) y = y

9. x + y = tan–1y : y2 y + y2 + 1 = 0

10. y = 2 2a x x  (– a, a) : x + y
dy

dx
= 0 (y  0)

11. ÚÅð ´î òÅñÆ Õ¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ À¹Ã Çò¼Ú ôÅÇîñ ÃòË ÇÂ¼Ûå

ÁÚñ» çÆ Ç×äåÆ ÔË :

(A) 0 (B) 2 (C) 3 (D) 4

12. Çå¿é ´î òÅñÆ ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ À°Ã Çò¼Ú ôÅÇîñ ÃòË ÇÂ¼Ûå Úñ»

çÆ Ç×äåÆ ÔËÍ

(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) 0

9.4. êÇÔñ¶ ´î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ/Çâ×ðÆ ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆ ÇòèÆ

(Methods of Solving First order, First Degree Differential Equations)
ÇÂÃ ôËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº êÇÔñ¶ ´î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆÁ» ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆÁ»

Çå¿é ÇòèÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í

9.4.1 Úñ» ù Áñ¼× Áñ¼× Õðé òÅñÆÁ» ÃîÆÕðä» (Differential equations with variables

separable)

êÇÔñ¶ ´î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¶á çðÃÅÇÂÁÅ ðÈê Ô¹¿çÅ ÔË :

F ( , )
dy

x y
dx

 ... (1)

Ü¶Õð F (x, y) ç¶ ×¹äéëñ g (x), h(y) ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ g(x), x çÅ ëñé

ÔË Áå¶ h(y), y çÅ ëñé ÔË å» ÃîÆÕðä (1)Úñ» ù Áñ¼× Õðé òÅñÅ ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÇÜÔÅ Ô¯ä å¶ ÃîÆÕðä(1)ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

dy

dx
= h (y) g (x) ... (2)

Ü¶Õð h (y)  0, å» Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä(2)ù

1

( )h y
dy = g (x) dx ... (3)

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä(3)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
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1
( )

( )
dy g x dx

h y
  ... (4)

ÇÂÃ êÌÕÅð ÃîÆÕðä(4)]Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºçÅ

ÔË :

H (y) = G (x) + C ... (5)

ÇÂ¼æ¶ H (y) Áå¶ G (x) ´îòÅð
1
( )h y Áå¶ g (x) ç¶ êÌåÆ âËðÆòËÇàò Ôé Áå¶ C ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ

ÔËÍ

À°çÅÔðä D. ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
1

2

dy x

dx y





, (y  2) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ

1

2

dy x

dx y





(y  2) ... (1)

ÃîÆÕðä (1)Çò¼Ú¯º Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
(2 – y) dy = (x + 1) dx ... (2)

ÃîÆÕðä (2)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

(2 ) ( 1)y dy x dx   

Ü»
2 2

12 C
2 2

y x
y x   

Ü» x2 + y2 + 2x – 4y + 2 C
1

= 0

Ü» x2 + y2 + 2x – 4y + C = 0 ... (3)

ÇÂ¼æ¶ C = 2C
1

ÃîÆÕðä (3)ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä (1)çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË Í

À°çÅÔðä E. ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2

1

1

dy y

dx x





çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 1 + y2  0, ÇÂÃ ñÂÆ Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Ô¶á

ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË :

2 21 1

dy dx

y x


 
... (1)

ÃîÆÕðä (1)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 21 1

dy dx

y x


  
ÁðæÅå tan–1 y = tan–1x + C
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ÇÂÔ ÃîÆÕðä (1)çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä F. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
24

dy
xy

dx
  çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð y = 1 Üç¯º

x = 0 ÔËÍ

Ô¼ñ : Ü¶Õð y  0, å» Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË:

2
4

dy
x dx

y
  ... (1)

ÃîÆÕðä (1)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2
4

dy
x dx

y
  

Ü»
1

y
 = – 2x2 + C

Ü» 2

1

2 C
y

x



... (2)

ÃîÆÕðä (2)Çò¼Ú y = 1 Áå¶ x = 0 íðé å¶ ÁÃÆº C = – 1 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

C çÆ ÕÆîå (2)Çò¼Ú íðé å¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ 2

1

2 1
y

x



êÌÅêå Ô¹¿çÅ

ÔËÍ

À°çÅÔðä G. Çì¿çÈ (1]1)Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆ

ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä x .dy = (2x2 + 1). dx (x  0) ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

22 1x
dy dx

x

 
  
 

Ü»
1

2dy x dx
x

 
  
 

... (1)

ÃîÆÕðä (1)ç¶ ç¯é¶ êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

* ñËìéÆ÷ ç¹¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ã¿Õ¶å
dy

dx
ìÔ¹å ñÚÕÆñÅ ÔË Áå¶ ìÔ¹å ÔÆ ÇîäåÆ Áå¶ Á½êÚÅÇðÕ ð¹êÅåð» Çò¼Ú

À°êï¯×Æ Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº dx Áå¶ dy ù ÃèÅðé Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ åð·» òðåç¶ Ô»Í dx Áå¶ dy ù Áñ¼× Áñ¼×

Ãå·Å î³é Õ¶ ÁÃÆº ìÔ¹å ÃÅðÆÁ» ÇîäåÆÁ» çÅ é¶óñÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í Ã¿ì¿è Çò¼Ú : Introduction to

calculus and Analysis, volume-I page 172, By Richard Courant, Fritz John Spinger — Verlog New York.
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1
2dy x dx

x

 
    

Ü» y = x2 + log | x | + C ... (2)

ÃîÆÕðä (2)Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä ç¶ Ô¼ñ òåð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË êð

ÁÃÆº ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ÖÅÃ îËºìð çÅ ÃîÆÕðä êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» Ü¯ Çì³çÈ(1]1)å¯º

×¹÷ðçÅ Ô¯ò¶Í

ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä(2)Çò¼Ú x = 1, y = 1 íðé å¶ ÃÅù C = 0 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ C çÆ ÕÆîå

ÃîÆÕðä (2)Çò¼Ú íð Õ¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä y = x2 + log | x | çÅ ðÈê êÌÅêå Ô¹¿çÅ

ÔËÍ

À°çÅÔðä H. Çì³çÈ (–2, 3), Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ

(x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ Þ¹ÕÅò(ãñÅä)
2

2x

y
ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕÃ¶ òåð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅä
dy

dx
ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

2

2dy x

dx y
 ... (1)

Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä (1)ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

y2 dy = 2x dx ... (2)

ÃîÆÕðä (2)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ðñ

2 2y dy x dx 

Ü»
3

2 C
3

y
x  ... (3)

ÃîÆÕðä (3)Çò¼Ú x = –2, y = 3 íðé å¶ ÃÅù C = 5 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

C çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íðé å¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä
3

2 5
3

y
x  Ü»

1
2 3(3 15)y x 

ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä I. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ 5% ÃñÅéÅ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ¿é¶ ÃÅñ» Çò¼Ú

A@@@ ð¹: çÆ ðÕî ç¹¼×äÆ Ô¯ ÜÅò¶×Æ?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ Ãî¶º t å¶ îÈñèé P ÔËÍ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ î¹ôÕñ ç¶ Áé°ÃÅð :
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P 5
P

100

d

dt

 
   

Ü»
P P

20

d

dt
 ... (1)

ÃîÆÕðä (1)Çò¼Ú Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

P

P 20

d dt
 ... (2)

ÃîÆÕðä (2)ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù ÇÂéÆ×ð¶à Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

log P = 1C
20

t


Ü» 120P
t

ce e 

Ü» 20P C
t

e (ÇÂ¼æ¶ 1C Ce  ) ... (3)

Ô¹ä P = 1000, Üç¯º t = 0

P Áå¶ t çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (3)Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº C = 1000 êÌÅêå Õðç¶ Ô»

ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (3)å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

P = 1000 20

t

e

î³é ñÀ° t ÃÅñ» Çò¼Ú îÈñèé ç¯×¹äÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔË, å»

2000 = 1000 20

t

e  t = 20 log
e
2

ÁÇíÁÅÃ I².C

A å¯º A@ å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
1 cos

1 cos

dy x

dx x





2.

24 ( 2 2)
dy

y y
dx

    

3. 1( 1)
dy

y y
dx

   4. sec2 x tan y dx + sec2 y tan x dy = 0

5. (ex + e–x) dy – (ex – e–x) dx = 0 6.
2 2(1 ) (1 )

dy
x y

dx
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7. y log y dx – x dy = 0 8.
5 5dy

x y
dx

 

9.
1sin

dy
x

dx
 10. ex tan y dx + (1 – ex) sec2 y dy = 0

AA å¯º AD å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà

Õðé òÅñÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

11.
3 2( 1)

dy
x x x

dx
   = 2x2 + x; y = 1 Ü¶Õð x = 0

12.
2( 1) 1

dy
x x

dx
  ; y = 0 Ü¶Õð x = 2

13. cos
dy

a
dx

 
 

 
(a  R); y = 1 Ü¶Õð x = 0

14. tan
dy

y x
dx

 ; y = 2 Ü¶Õð x = 0

15. Çì³çÈ (0]0)Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÁÇÜÔ¶ òÕð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆ ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä y = ex sin x ÔËÍ

16. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ( 2) ( 2)
dy

xy x y
dx

   ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ(1]&1)Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ

òåð çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

17. Çì³çÈ (0, –2) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ÁÇÜÔÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ

(x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ãñÅä Áå¶ À°Ã Çì³çÈ ù y ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ çÅ ×¹äéëñ À°Ã Çì³çÈ ç¶

x Çéðç¶ô Á³Õ ç¶ ìðÅìð ÔéÍ

18. ÇÂ¼Õ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä, Ãêðô Çì³çÈ ù, Çì³çÈ (– 4, –3). ù

ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ ð¶ÖÅ Ö³â çÆ ãñÅä å¯º ç¹¼×äÆ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÂÔ òåð Çì³çÈ (–2, 1) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ

ÔË å» ÇÂÃ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

19. ÇÂ¼Õ ×¯ñÅÕÅð ×¹ìÅð¶ çÅ ÁÅÇÂåé, ÇÜÃ Çò¼Ú ÔòÅ íð Õ¶ ë¹ñÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÃÇæð ÚÅñ éÅñ

ìçñ ÇðÔÅ Ô»Í Ü¶Õð ô¹ðÈ Çò¼Ú ÇÂÃ ×¹ìÅð¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ C ÇÂÕÅÂÆ ÔË Áå¶ C ÃËÇÕ¿â ìÅÁç

F ÇÂÕÅÂÆ ÔË å» t ÃËÇÕ¿â ìÅÁç ÇÂÃ ×¹ìÅð¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ êåÅ Õð¯Í

20. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ r% ÃñÅéÅ ç¶ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð A@@ ð¹: A@ ÃÅñ»

Çò¼Ú ç¹¼×ä¶ Ô¯ Ü»ç¶ Ôé, å» r çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í (log
e
2 = 0.6931).

21. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ 5% ÃñÅéÅ çÆ çð éÅñ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ìËºÕ Çò¼Ú A@@@ ð¹:

Üî·» ÕðòÅÂ¶ Ü»ç¶ ÔéÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ A@ ÃÅñ» ìÅÁç ÇÂÔ ðÕî ÇÕ¿éÆ Ô¯ ÜÅò¶×ÆÍ (e0.5 =



ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 325

1.648)

22. ÇÕÃÆ ÜÆòÅä± ÇÂÕ¼á Çò¼Ú ÜÆòÅä±Á» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ1]00]000ÔËÍ ç¯ Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú ÇÂÔé» çÆ

Ã¿ÇÖÁÅ 10% çÅ òÅèÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ¿é¶ Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú ÜÆòÅä±Á» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ B,@@,@@@ Ô¯

ÜÅò¶×Æ, Ü¶Õð ÜÆòÅä±Á» çÅ òÅèÅ çð À°Ôé» ç¶ î½÷Èç Ã¿ÇÖÁÅ çÅ ÃîÅé Áé°êÅå ÔËÍ

23. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä x ydy
e

dx
 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) ex + e–y = C (B) ex + ey = C

(C) e–x + ey = C (D) e–x + e–y = C

9.4.2 ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (Homogenous differential equations)

x Áå¶ y ç¶ ÇéîéÇñÖå ëñé» å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

F
1

(x, y) = y2 + 2xy, F
2

(x, y) = 2x – 3y,

F
3

(x, y) = cos
y

x

 
 
 

, F
4

(x, y) = sin x + cos y

Ü¶Õð À°êð¯Õå ëñé» Çò¼Ú x Áå¶ y ù ÇÕÃ¶ ÁÚñ ç¶ ñÂÆ ´îòÅð x Áå¶ y éÅñ

åìçÆñ ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ÃÅù êÌÅêå Ô¯ò¶×ÅÍ

F
1

(x, y) = 2 (y2 + 2xy) = 2 F
1
(x, y)

F
2

(x, y) =  (2x – 3y) =  F
2
(x, y)

F
3

(x, y) = cos cos
y y

x x

   
   

   
= 0 F

3
(x, y)

F
4

(x, y) = sin x + cos y  n F
4
(x, y), Õ¯ÂÆ òÆ n ç¶ ñÂÆ

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ëñé F
1
, F

2
, F

3
ù F(x, y) = n F (x, y) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, êð ëñé F
4

ù ÇÂÃ ðÈê Çò¼Ú éÔÆº ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå

êÇðíÅôÅ êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ëñé F(x, y), n ´î òÅñÆ ÃîðÈê ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ ×Ëð ÇÃëð ÁÚñ ç¶ ñÂÆ

F (x, y) = n F(x, y)

ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå À°çÅÔðä» Çò¼Ú F
1
, F

2
, F

3
´îòÅð 2, 1, 0 Õ¯àÆ òÅñÆ ÃîðÈê

ëñé ÔË Üç¯º ÇÕ F
4
ÃîðÈê ëñé éÔÆº ÔËÍ

ÁÃÆº ÇÂÔ òÆ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

2
2 2

1 12

2
F ( , )

y y y
x y x x h

x xx
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Ü» 2 2
1 2

2
F ( , ) 1

x x
x y y y h

y y

   
     

   
,

1 1
2 3

3
F ( , ) 2

y y
x y x x h

x x

   
     

   

Ü» 1 1
2 4F ( , ) 2 3

x x
x y y y h

y y

   
     

   
,

3 5F ( , ) cos
y y

x y x x h
x x

   
     

   

4 6F ( , ) n y
x y x h

x

 
  

 
, n  N ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÕÆîå ñÂÆ

Ü» F
4
(x, y)  7

n x
y h

y

 
 
 

, n N

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ëñé F (x, y), n ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð

F (x, y) =
n ny x

x g y h
x y

   
      

‹ª

dy

dx
= F (x, y) ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÃîðÈê ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð F(x, y) ×Ëð ÜÆð¯

Õ¯àÆ òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ

 F ,
dy y

x y g
dx x

 
   

 
... (1)

ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº
y

x
= v Ü»

y = v x ... (2)

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

ÃîÆÕðä (2)çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

dy dv
v x

dx dx
  ... (3)

ÃîÆÕðä (3)å¯º
dy

dx
çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (1)Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

( )
dv

v x g v
dx
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Ü» ( )
dv

x g v v
dx

  ... (4)

ÃîÆÕðä (4)Çò¼Ú Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

( )

dv dx

g v v x



... (5)

ÃîÆÕðä (5)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

1
C

( )

dv
dx

g v v x
 

  ... (6)

Ü¶Õð v ù
y

x
Çò¼Ú íÇðÁÅ ÜÅò¶ å» ÃîÆÕðä (6)]ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1)çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ

ÔËÍ

 Çà¼êäÆ Ü¶Õð ÃîðÈê ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä F( , )
dx

x y
dy

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂ¼æ¶

F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔË å» ÁÃÆº
x

v
y
 Ü» x = vy íð ÃÕç¶ Ô» Áå¶ Çëð

À°êð¯Õå ÚðÚÅ ç¶ Áé°ÃÅð F( , )
dx x

x y h
dy y

 
   

 
ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ Õ¶ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õðé

ñÂÆ Á¼×¶ òèç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A@. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (x – y)
dy

dx
= x + 2y ÃîðÈê ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ

Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2dy x y

dx x y





... (1)

î³é ñÀ° F (x, y) =
2x y

x y





Ô¹ä
( 2 )

F( , ) F( , )
( )

x y
x y x y

x y


  




  




ÇÂÃ ñÂÆ F(x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ

Á³å : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË :
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ìçñ :

2
1

1

y
dy yx g

ydx x

x

 
   

    
  

 

... (2)

ÃîÆÕðä (2)çÅ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ
y

g
x

 
  

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê

ëñé ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä(1)ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº íðç¶ Ô» :

y = vx ... (3)

ÃîÆÕðä (3)çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

dy dv
v x

dx dx
  ... (4)

ÃîÆÕðä(1)Çò¼Ú y Áå¶
dy

dx
çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

1 2

1

dv v
v x

dx v


 



Ü»
1 2

1

dv v
x v

dx v


 



Ü»
2 1

1

dv v v
x

dx v

 




Ü» 2

1

1

v dx
dv

xv v

 


 
... (5)

ÃîÆÕðä (5)ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

1

1

v dx
dv

xv v


 

  

Ü» 2

1 2 1 3
log C

2 1

v
dv x

v v
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Ü» 2 2

1 2 1 3 1
log C

2 21 1

v
dv dv x

v v v v


   

    

Ü»
2

2

1 3 1
log 1 log C

2 2 1
v v dv x

v v
     

 

Ü»
2

22

1 3 1
log 1 log C

2 2 1 3

2 2

v v dv x

v

     
  

   
   



Ü»
2 11 3 2 2 1

log 1 . tan log C
2 2 3 3

v
v v x  

      
 

Ü»
2 2 11 1 2 1

log 1 log 3 tan C
2 2 3

v
v v x   

     
 

v ù
y

x
, Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

Ü»

2
2 1

2

1 1 2
log 1 log 3 tan C

2 2 3

y y y x
x

xx x

  
     

 

Ü»

2
2 1

12

1 2
log 1 3 tan C

2 3

y y y x
x

xx x

   
      

  

Ü»
2 2 1

1

2
log ( ) 2 3 tan 2C

3

y x
y xy x

x

  
    

 

Ü»
2 2 1 2

log ( ) 2 3 tan C
3

x y
x xy y

x

  
    

 

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1)çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä cos cos
y dy y

x y x
x dx x

   
    

   
ÃîðÈê ÔË

Áå¶ ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÇÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
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cos

cos

y
y x

dy x
ydx

x
x

 
  


 
  

... (1)

ÇÂ¼æ¶ F( , )
dy

x y
dx

 ç¶ ðÈê çÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË

ÇÂ¼æ¶ F (x, y) =

cos

cos

y
y x

x
y

x
x

 
 

 

 
 
 

ÔËÍ

x ù x éÅñ Áå¶ y ù y éÅñ åìçÆñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

F (x, y) =
0

[ cos ]

[F( , )]

cos

y
y x

x
x y

y
x

x

 
 

  
 
 
 







F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê

ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ Áå¶ íðç¶ Ô» :

y = vx ... (2)

ÃîÆÕðä (2)çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

dy dv
v x

dx dx
  ... (3)

ÃîÆÕðä (1)Çò¼Ú y Áå¶
dy

dx
çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

cos 1

cos

dv v v
v x

dx v


 

Ü»
cos 1

cos

dv v v
x v

dx v


 

Ü»
1

cos

dv
x

dx v
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Ü» cos
dx

v dv
x



ÇÂÃ ñÂÆ
1

cosv dv dx
x

 
Ü» sin v = log | x | + log | C|

Ü» sin v = log | Cx |

v ù
y

x
Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

sin log C
y

x
x

 
 

 

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1)çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 2 ( 2 ) 0

x x

y yy e dx y x e dy   ÃîðÈê ÔË Áå¶

Ü¶Õð x = 0 Üç¯º y = 1 Çç¼åÅ Ô¯ò¶ å» ÇÂÃ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2

2

x

y

x

y

dx x e y

dy
y e


 ... (1)

î³é ñÀ° F(x, y)
2

2

x

y

x

y

xe y

ye


 å» F(x, y)

2

[F( , )]

2

x

y

x

y

xe y

x y

ye









 
 
 
 

 
 
 
 
 

Á³å : F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ ñ¼íä ñÂÆ, ÁÃÆº x = vy íðç¶ Ô»Í

ÃîÆÕðä (2)çÅ y éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Áå¶
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+
dx dv

v y
dy dy



ÃîÆÕðä (1)Çò¼Ú
dx

x
dy

¡Â∂ çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 1

2

v

v

dv v e
v y

dy e


 

Ü»
2 1

2

v

v

dv v e
y v

dy e


 

Ü»
1

2 v

dv
y

dy e
 

Ü» 2 v dy
e dv

y




Ü» 2 .v dy
e dv

y
  

Ü» 2 ev = – log | y | + C

v ù
x

y íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2

x

ye + log | y | = C ... (3)

ÃîÆÕðä (3)Çò¼Ú x = 0 Áå¶ y = 1 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 e0 + log | 1 | = C  C = 2

C çÆ ÕÆîå ÁÃÆº ÃîÆÕðä (3)Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

x

ye + log | y | = 2

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AC. çðÃÅÀ° ÇÕ òåð» ç¶ êÇðòÅð, ÇÜé·» ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ

ãñÅä
2 2

2

x y

xy


ÔË, x2 – y2 = cx ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ
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Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ òåð» ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ
dy

dx
ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ

2 2

2

dy x y

dx xy


 Ü»

2

2
1

2

y
dy x

ydx

x


 ... (1)

ÃÅë å½ð å¶ : ÃîÆÕðä (1)ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº y = vx íðç¶ Ô»Í

y = vx çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

dy dv
v x

dx dx
  Ü»

21

2

dv v
v x

dx v


 

Á³å
21

2

dv v
x

dx v


 Ü» 2

2

1

v dx
dv

xv



Ü» 2

2

1

v dx
dv

xv
 



ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 1

1

v
dv dx

xv
 

 
Ü» log | v2 – 1 | = – log | x | + log | C

1
|

Ü» log | (v2 – 1) (x) | = log |C
1
|

Ü» (v2 – 1) x = ± C
1

v ù
y

x
íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2

12
1 C

y
x

x

 
   

 

Ü» (y2 – x2) = ± C
1

x Ü» x2 – y2 = Cx

ÁÇíÁÅÃ I.D

A å¯º A@ å¼Õ Çç¼å¶ Ôð¶Õ êÌôé Çò¼Ú çðÃÅÀ° ÇÕ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÃîðÈê ÔË Áå¶ ÇÂÃ

Çò¼Ú¯º Ôð ÇÂ¼Õ ù Ô¼ñ Õð¯ :

1. (x2 + xy) dy = (x2 + y2) dx 2.
x y

y
x


 

3. (x – y) dy – (x + y) dx = 0 4. (x2 – y2) dx + 2xy dy = 0
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5.
2 2 22

dy
x x y xy

dx
   6. x dy – y dx = 2 2x y dx

7. cos sin sin cos
y y y y

x y y dx y x x dy
x x x x

          
            

          

8. sin 0
dy y

x y x
dx x

 
   

 
9. log 2 0

y
y dx x dy x dy

x

 
   

 

10. 1 1 0

x x

y y x
e dx e dy

y

   
        

AA å¯º AE å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ êÌåÆì¿ç ù Ã¿å°ôà Õðé

òÅñÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ñ¼ÇíÁÅ ÜÅò¶Í

11. (x + y) dy + (x – y) dx = 0; y = 1 Ü¶Õð x = 1

12. x2 dy + (xy + y2) dx = 0; y = 1 Ü¶Õð x = 1

13.
2sin 0;

4

y
x y dx x dy y

x

   
       

Ü¶Õð x = 1

14. cosec 0
dy y y

dx x x

 
   

 
; y = 0 Ü¶Õð x = 1

15.
2 22 2 0

dy
xy y x

dx
   ; y = 2 Ü¶Õð x = 1

16.
dx x

h
dy y

 
  

 
ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ Ô¶á» ÇñÇÖÁ»

Çò¼Ú ÇÕÔóÅ êÌåÆ ÃæÅêé ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË:

(A) y = vx (B) v = yx (C) x = vy (D) x = v

17. ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË?

(A) (4x + 6y + 5) dy – (3y + 2x + 4) dx = 0

(B) (xy) dx – (x3 + y3) dy = 0

(C) (x3 + 2y2) dx + 2xy dy = 0

(D) y2 dx + (x2 – xy – y2) dy = 0
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9.4.3 ð¶ÖÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (Linear differential equations)

P Q
dy

y
dx

  ,

ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú P Áå¶ Q ÁÚñ íÅò ÇÃðë x ç¶ ëñé ÔË, êÇÔñÆ

Õ¯àÆ çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ êÇÔñÆ Õ¯àÆ ç¶ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆÁ»

À°çÅÔðä» Õ°Þ ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé :

sin
dy

y x
dx

 

1 xdy
y e

dx x

 
  
 

1

log

dy y

dx x x x

 
  
 

êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ çÈÜÅ ðÈê ÃËÇÕ¿â 1 1P Q
dx

x
dy

  ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú

P
1
Áå¶ Q

1
ÁÚñ íÅò ÇÃðë y ç¶ ëñé ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆÁ» À°çÅÔðä»

Çéîé ÇñÖå Ôé :

22 ydx x
y e

dy y


 

êÇÔñ¶ ´î çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

P Q
dy

y
dx

  ... (1)

ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃîÆÕðä ç¶ ç¯éº̄ êÅÇÃÁ» ù x ç¶ ëñé g (x) éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

:

g (x)
dy

dx
+ P.. g (x) y = Q . g (x) ... (2)

g (x) çÆ Ú¯ä ÇÂÃ åð·» Õð¯ å» ÇÕ ÃîÆÕðä çÅ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ y . g (x) çÅ âËðÆòËÇàò ìä ÜÅò¶ :

Ü» g (x)
dy

dx
+ P.. g (x) y =

d

dx
[y . g (x)]

Ü» g (x)
dy

dx
+ P.. g (x) y = g (x)

dy

dx
+ y g (x)

 P. g (x) = g (x)

Ü»
( )

P =
( )

g x

g x
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ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x éÅñ ÇÂéàË×ðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

( )
P =

( )

g x
dx dx

g x


 

Ü»  P. = log ( )dx g x

Ü» g (x) = P dx
e

ÃîÆÕðä (1)ù g(x) = epdx éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ À°Ã ÃîÆÕðä çÅ Ö¼ìÅ êÅÃÅ x Áå¶ y ç¶

ÇÕÃ¶ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ìä Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ëñé g(x) = epdx Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ

ÇÂéàË×ð¶à ×¹äéÖ³â (I.F.) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÃîÆÕðä (2)Çò¼Ú g (x) çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

P Q.
pdx pdx pdxdy

e e y e
dx

   

Ü»  P P
Q

dx dxd
y e e

dx
 

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x, éÅñ ÇÂéàË×ñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

 P P
Q

dx dx
y e e dx   

Ü»  P P
Q C

dx dx
y e e dx

    
ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

êÇÔñÆ Õ¯àÆ ç¶ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ñ¯óÆºç¶ Õçî

(i) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù P Q
dy

y
dx

  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ ÇÜÃ Çò¼Ú P, Q ÁÚñ

Ü» ÇÃðë x ç¶ ëñé ÔËÍ

(ii) ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â (I.F.) = Pdx
e êåÅ Õð¯Í

(iii) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ :

y . (I.F.) =  Q × I.F. Cdx 

Ü¶Õð êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 1 1P Q
dx

x
dy

  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú P
1
Áå¶
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Q
1
ÁÚñ Ü» Õ¶òñ y ç¶ ëñé ÔË å» I.F. = 1P dy

e Áå¶

x . (I.F.) =  1Q × I.F. Cdy  ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË:

À°çÅÔðä AD. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä cos
dy

y x
dx

  çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

P Q
dy

y
dx

  ÔË, ÇÜ¼æ¶ P = –1 Áå¶ Q = cos x

ÇÂÃ ñÂÆ
1

I.F.
dx xe e

  

ÃîÆÕðä ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù I.F. éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

cosx x xdy
e e y e x

dx
   

Ü»   cosx xd
y e e x

dx
 

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x éÅñ ÇÂÇà×ð¶ôé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

cos Cx xy e e x dx   ... (1)

î³é ñÀ° ÇÕ I = cosxe x dx


= cos ( sin ) ( )
1

x
xe

x x e dx


 
   

  

= cos sinx xx e x e dx   

= cos sin (– ) cos ( )x x xx e x e x e dx      
 

= cos sin cosx x xx e x e x e dx     
Ü» I = – e–x cos x + sin x e–x – I

Ü» 2I = (sin x – cos x) e–x

Ü» I =
(sin cos )

2

xx x e

ÃîÆÕðä(1)Çò¼Ú I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
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sin cos
C

2
x xx x

y e e  
  
 

Ü»
sin cos

C
2

xx x
y e


 

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AE. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
22 ( 0)

dy
x y x x

dx
   çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË :

22
dy

x y x
dx

  ... (1)

ÃîÆÕðä (1)ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù x éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2dy
y x

dx x
 

ÇÂÔ P Q
dy

y
dx

  , ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂ¼æ¶
2

P
x

 Áå¶ Q = x ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ I.F. =
2

dx
xe
 = e2 log x =

2log 2xe x ÇÜò¶º ÇÕ
log ( )[ ( )]f xe f x«‹√Â∑ª«’

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ

y . x2 =
2( ) ( ) Cx x dx  =

3 Cx dx 

Ü»
2

2C
4

x
y x 

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AF. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä y dx – (x + 2y2) dy = 0 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2
dx x

y
dy y

 

ÇÂÔ 1 1P Q
dx

x
dy

  ,ç¶ ðÈê òÅñÆ ð ¶ÖÆ ÇâëðË ºôñ ÃîÆÕðä ÔË ÇÂ ¼æ ¶ 1

1
P

y
  Áå¶

Q
1

= 2y ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
1

1

log log( ) 1
I.F

dy
y yye e e

y
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Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

ÇÂÃ ñÂÆ
1 1

(2 ) Cx y dy
y y

 
  

 


Ü» 2 C
x

dy
y
 

Ü» 2 C
x

y
y
 

Ü» x = 2y2 + Cy

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AG. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

cot
dx

y x
dy

 = 2x + x2 cot x (x  0)

çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ y = 0 Ü¶Õð
2

x




Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä P Q
dy

y
dx

  , ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶ ÇÂ¼æ¶ P = cot x Áå¶ Q = 2x + x2 cot x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

cot log sinI.F = sin
x dx xe e x  

ÇÂÃ ñÂÆ : Çç¼å¶ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

y . sin x  (2x + x2 cot x) sin x dx + C

Ü» y sin x 2x sin x dx +  x2 cos x dx + C

Ü» y sin x =
2 2

22 2
sin cos cos C

2 2

x x
x x dx x x dx
   

     
    

Ü»
2 2 2sin sin cos cos Cy x x x x x dx x x dx    

Ü» y sin x = x2 sin x + C ... (1)

ÃîÆÕðä (1)Çò¼Ú y = 0 Áå¶
2

x


 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

0 sin C
2 2
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Ü»
2

C =
4



ÃîÆÕðä(1)Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2
2sin = sin

4
y x x x




Ü»
2

2= (sin 0)
4 sin

y x x
x


 

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AH. Çì¿çÈ (0]1)Çò¼Ú ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ÇÂÃ òåð

ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ ç¶ x í¹ÜÅ Áå¶ x Çéðç¶ô Á³Õ Áå¶ y

Çéðç¶ô Á³Õ (Á³Õ)ç¶ ×¹äéëñ ç¶ Ü¯ó ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ òåð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä
dy

dx
ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

dy
x xy

dx
 

Ü»
dy

xy x
dx

  ... (1)

ÃîÆÕðä (1)] P Q
dy

y
dx

  ç¶ ðÈê çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ P = – x

Áå¶ Q = x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
2

2I.F. =
x

x dx
e e


 

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

 
2

2

2 2. ( ) C
x x

y e x dxe

 

  ... (2)

î³é ñÀ°
2

2I ( )
x

x dxe


 

î³é ñÀ°
2

2

x
t


 , å» – x dx = dt Ü» x dx = – dt

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2I –
x

t te dt e e


    
ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
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2 2

2 2 + C
x x

y e e
 

 

Ü»

2

21 C
x

y e   ... (3)

ÃîÆÕðä (3)òåð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÃîÆÕðä ÔË, êð ÁÃÆº ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ îËºìð çÆ

Ãî ÆÕðä êåÅÕðéÅÚÅÔ¹¿ç¶Ô»Ü Ç̄ì ³çÈ(0]1)Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä (3)Çò¼Ú x = 0 Áå¶

y = 1 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

1 = – 1 + C . eo Ü» C = 2

ÃîÆÕðä (3)Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2

21 2
x

y e  

ÇÂÔ òåð» çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I.E

A å¯º AB å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

1. 2 sin
dy

y x
dx

  2.
23 xdy

y e
dx

  3.
2dy y

x
dx x

 

4. (sec ) tan 0
2

dy
x y x x

dx

 
    

 
5.

2cos tan
dy

x y x
dx

  0
2

x
 

  
 

6.
22 log

dy
x y x x

dx
  7.

2
log log

dy
x x y x

dx x
 

8. (1 + x2) dy + 2xy dx = cot x dx (x  0)

9. cot 0 ( 0)
dy

x y x xy x x
dx

     10. ( ) 1
dy

x y
dx

 

11. y dx + (x – y2) dy = 0 12.
2( 3 ) ( 0)

dy
x y y y

dx
   .

AC å¯º AE å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà

Õðé òÅñÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯ :

13. 2 tan sin ; 0
3

dy
y x x y x

dx


   ‹∂’
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14.
2

2

1
(1 ) 2 ; 0 1

1

dy
x xy y x

dx x
    


‹∂’

15. 3 cot sin 2 ; 2
2

dy
y x x y x

dx


   ‹∂’

16. îÈñ Çì³çÈ å¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x,

y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ» ç¶ Ü¯ó ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

17. Çì¿çÈ (0]2)Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ ç¶

Çéðç¶ô Á³Õ çÅ Ü¯ó À°Ã Çì³çÈ å¶ ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä ç¶ éåÆÜ¶ å¯º E Ç÷ÁÅçÅ ÔËÍ

18. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
22

dy
x y x

dx
  çÅ ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â ÔË :

(A) e–x (B) e–y (C)
1

x
(D) x

19. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
2(1 )

dx
y yx

dy
  = ( 1 1)ay y   çÅ ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â ÔË

:

(A) 2

1

1y 
(B) 2

1

1y 
(C) 2

1

1 y
(D) 2

1

1 y

ë¹¼àÕñ À¹çÅÔðä»

À°çÅÔðä AI. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé y = c
1

eax cos bx + c
2

eax sin bx, ÇÜ¼æ¶ c
1
, c

2
ÃòË ÇÂ¼Û ÁÚñ

ÔË, ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

 
2

2 2

2
2 0

d y dy
a a b y

dxdx
    çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔË :

 1 2cos sinaxy e c bx c bx  ... (1)

ÃîÆÕðä (1)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

   1 2 1 2– sin cos cos sin .ax axdy
e bc bx bc bx c bx c bx e a

dx
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Ü» 2 1 2 1[( )cos ( )sin ]axdy
e bc ac bx ac bc bx

dx
    ... (2)

ÃîÆÕðä (2)ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ x, éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2

2 1 2 12
[( ) ( sin . ) ( ) (cos . )]axd y

e bc ac bx b ac bc bx b
dx

    

+
2 1 2 1[( ) cos ( ) sin ] .axbc ac bx ac bc bx e a  

= 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1[( 2 ) sin ( 2 ) cos ]axe a c abc b c bx a c abc b c bx    

Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú

2

2
,

d y dy

dxdx
Áå¶ y çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

:

Ö¼ìÅ êÅÃÅ 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1[ 2 )sin ( 2 )cos ]axe a c abc b c bx a c abc b c bx     

2 1 2 12 [( )cos ( )sin ]axae bc ac bx ac bc bx   

2 2
1 2( ) [ cos sin ]axa b e c bx c bx  

 2 2 2 2 2
2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1

2 2 2 sin

( 2 2 2 )cos

ax
a c abc b c a c abc a c b c bx

e
a c abc b c abc a c a c b c bx

      
 
        

= [0 sin 0cos ]axe bx bx  = eax × 0 = 0 = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä log 3 4
dy

x y
dx

 
  

 
çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y

= 0 Üç¯º x = 0

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

(3 4 )x ydy
e

dx


Ü»
3 4x ydy

e e
dx

  ... (1)

Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
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3

4

x

y

dy
e dx

e


ÇÂÃ ñÂÆ
4 3y xe dy e dx  

Ü»
4 3

C
4 3

y xe e

 


Ü» 4 e3x + 3 e– 4y + 12 C = 0 ... (2)

ÃîÆÕðä (2)Çò¼Ú x = 0 Ü» y = 0 êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

4 + 3 + 12 C = 0 Áå¶ C =
7

12



ÃîÆÕðä (2)Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº

4 e3x + 3 e– 4y – 7 = 0, êÌÅêå Õðç¶ Ô»

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

(x dy – y dx) y sin
y

x

 
 
 

= (y dx + x dy) x cos
y

x

 
 
 

ù Ô¼ñ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

2 2sin cos cos sin
y y y y

x y x dy xy y dx
x x x x

          
                      

Ü»

2

2

cos sin

sin cos

y y
xy y

dy x x
y ydx

xy x
x x

   
   

   
   

   
   

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ Á³ô Áå¶ Ôð ç¯é» ù x2 éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

2
cos sin

sin cos

y y y y

dy x x xx
y y ydx

x x x

    
    

    
   

   
   

... (1)

ÃÅë å½ð å¶; ÃîÆÕðä (1)]
dy y

g
dx x

 
  

 
ç¶ ðÈê çÅ ÃîðÈêÆ ÃîÆÕðä ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ

ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº

y = vx ... (2)
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íðç¶ Ô»Í

Ü»
dy dv

v x
dx dx

 

Ü»
2cos sin

sin cos

dv v v v v
v x

dx v v v


 


[ÃîÆÕðä (1)Áå¶ (2)çÅ êÌï¯× Õðé å¶]

Ü»
2 cos

sin cos

dv v v
x

dx v v v




Ü»
sin cos 2

cos

v v v dx
dv

v v x

 
 

 

ÇÂÃ ñÂÆ
sin cos 1

2
cos

v v v
dv dx

v v x

 
 

  

Ü»
1 1

tan 2v dv dv dx
v x

   

Ü» 1log sec log | | 2log | | log | C |v v x  

Ü» 12

sec
log log C

v

v x


Ü» 12

sec
C

v

v x
  ... (3)

ÃîÆÕðä (3)Çò¼Ú¯º v ù
y

x
íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

sec
C

( )

y

x
y

x
x

 
 
  

 
 
 

]ÇÜ¼æ¶ C = ± C
1

Ü» sec C
y

xy
x

 
 

 

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BB. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

(tan–1y – x) dy = (1 + y2) dx çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
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Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çéîé ÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

1

2 2

tan

1 1

dx x y

dy y y



 
 

... (1)

ÃîÆÕðä (1)] 1P
dx

dy
 x = Q

1
, ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÜ¼æ¶

1 2

1
P

1 y



Áå¶

1

1 2

tan
Q

1

y

y






ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

12

1

tan1I.F.
dy

yye e
 

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

1 1
1

tan tan

2

tan
C

1

y yy
xe e dy

y

 
 

  
 

 ... (2)

î³é ñÀ°
1

1
tan

2

tan
I

1

yy
e dy

y


 

  
 



tan–1 y = t íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ 2

1

1
dy dt

y

 
  

ÇÂÃ ñÂÆ I =
tt e dt , I = t et – 1 . et et, I = t et – et = et (t – 1)

Ü» I =
1tan ye


(tan–1y –1)

ÃîÆÕðä (2)Çò¼Ú¯º I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº

1 1tan tan 1. (tan 1) Cy yx e e y
     êÌÅêå Õðç¶ Ô»

Ü» x =
11 tan(tan 1) C yy e

  

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

ÁÇèÁÅÇÂ I Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. ÇéîéÇñÖå ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðäÅ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÆ ´î Áå¶ Õ¯àÆ(Ü¶Õð êÌíÅÇôå ÔË)êåÅ Õð¯Í

(i)

22

2
5 6 log

d y dy
x y x

dxdx

 
   

 
(ii)

3 2

4 7 sin
dy dy

y x
dx dx
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(iii)
4 3

4 3
sin 0

d y d y

dx dx

 
  

 

2. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ñÂÆ êðÖ Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé(ÁÃêôà Ü» Ãêôà)
Ã¿×å ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

(i) xy = a ex + b e–x + x2 :
2

2

2
2 2 0

d y dy
x xy x

dxdx
    

(ii) y = ex (a cos x + b sin x) :
2

2
2 2 0

d y dy
y

dxdx
  

(iii) y = x sin 3x :
2

2
9 6cos3 0

d y
y x

dx
  

(iv) x2 = 2y2 log y :
2 2( ) 0

dy
x y xy

dx
  

3. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ x2 – y2 = c (x2 + y2)2 ÇÂ¼æ¶ c ÇÂ¼Õ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ÔË, ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä](x3 – 3x y2) dx = (y3 – 3x2y) dy çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

4. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

2

2

1
0

1

dy y

dx x


 


]Üç¯ºÇÕ x 1 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

5. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

2

2

1
0

1

dy y y

dx x x

 
 

 
çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ

(x + y + 1) = A (1 – x – y – 2xy) ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú A ÇÂ¼Õ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ÔËÍ

6. Çì³çÈ 0,
4

 
 
 

Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä sin x cos y dx + cos x sin y dy = 0 ÔËÍ

7. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1 + e2x) dy + (1 + y2) ex dx = 0 çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ

Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ y = 1 Ü¶Õð x = 0.

8. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 2 ( 0)

x x

y yy e dx x e y dy y
 
    

çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

9. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (x – y) (dx + dy) = dx – dy çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y

= –1, Ü¶Õð x = 0 (Ã¿Õ¶å x – y = t ð¼Ö¯a)A

10. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
2

1( 0)
xe y dx

x
dyx x

 
   

 
çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
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11. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä cot
dy

y x
dx

 = 4x cosec x (x  0) çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË

ÇÕ y = 0 Ü¶Õð
2

x


 .

12. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (x + 1)
dy

dx
= 2 e–y – 1 çÅ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y

= 0 Ü¶Õð x = 0.

13. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 0
y dx x dy

y


 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) xy = C (B) x = Cy2 (C) y = Cx (D) y = Cx2

14. 1 1P Q
dx

x
dy

  ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A)  1 1P P

1Q C
dy dy

y e e dy  

(B)  1 1P P

1. Q C
dx dx

y e e dx  

(C)  1 1P P

1Q C
dy dy

x e e dy  

(D)  1 1P P

1Q C
dx dx

x e e dx  
15. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ex dy + (y ex + 2x) dx = 0 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) x ey + x2 = C (B) x ey + y2 = C (C) y ex + x2 = C (D) y ey + x2 = C

ÃÅð-Á³ô

 ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÃîÆÕðä ÇÜÃ Çò¼Ú Á÷Åç ÚÅñ(Úñ»)ç¶ ÁèÅÇðå Úñ çÅ âËðÆòËÇàò ôÅÇîñ

Ô¯ò¶, ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ

 ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ôÅÇîñ À°µÚ ´î, À°Ã ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ ´î

ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

 Ü¶Õð ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔË å» À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

çÆ ØÅå êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

 ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ ØÅå(Ü¶Õð êÇðíÅÇôå Ô¯ò¶)À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

ôÅÇîñ À°µÚ ´î ÇâøðËºôÆÁñ çÆ À°µÚåî ØÅå(Õ¶òñ èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ)Ô¹¿çÆ ÔËÍ
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 ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà Õðé òÅñÅ ëñé, À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ ÇÜÃ Çò¼Ú À°µé¶ ÔÆ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ
Ô¯ä, ÇÜ¿éÅ À°Ã ÃîÆÕðä çÅ ´î ÔË, ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ»
å¯º î¹Õå ÖÅÃ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

 Úñ» ù Áñ¼× Õðé çÆ ÇòèÆ ÁÇÜÔÆÁ» ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ À°êï¯× ÕÆåÆ

Ü»çÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ù êÈðÆ åð·» ç¶ Áñ¼× ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË íÅò y òÅñ¶ êç dy ç¶

éÅñ ðÇÔä¶ ÚÅÔÆç¶ Áå¶ x òÅñ¶ êç dx ç¶ éÅñ ðÇÔä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

 ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃù ( , ) ( , ) 
dy dx

f x y g x y
dx dy

‹ª ç¶ ðÈê

Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ f (x, y) Áå¶ g(x, y) ÷Æð¯ ØÅå òÅñ¶ ÃîðÈê

ëñé ÔË, ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

 +P Q
dy

y
dx

 , ç¶ ðÈê òÅñÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú P Áå¶ Q ÁÚñ Ü»

Õ¶òñ x ç¶ ëñé ÔË, êÇÔñ¶ ´î çÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ Çà¼êäÆ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇòÇ×ÁÅé çÆ êÌî¹¼Ö íÅôÅò» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÔËÍ ð¯ÚÕ å¼å ÇÂÔ ÔË ÇÕ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÆ î½÷Èç×Æ éò¿ìð AA,AFGE é¶ Gottfried Wilthelm Freiherr

Leibnitz (1646-1716) é¶ Ãí å¯º êÇÔñ» 21

2
y dy y , ù ÇñÇÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÃå±å ÕÆåÅ

Áå¶ À°Ã ç¶ ç¯é» ÃÈåð»  Áå¶ dy å¯º ÜÅä±¿ ÕðòÅÇÂÁÅÍ çðÁÃñ Leibnitz ÁÇÜÔ¶ òÕð ù

êåÅ Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú î×é ÃÆ ÇÜÃ å¯º Ãêðô ð¶ÖÅ ÇéðèÅÇðå Ô¯ò¶, ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ é¶ Ã¿é

AFIA ÚñÅ ù ò¼Ö Õðé ÇòèÆ çÆ Á×òÅÂÆ çÅ îÅð× çðôé ÕðòÅÇÂÁÅÍ ÇÂ¼Õ ÃÅñ ìÅÁç

À°Ôé» é¶ êÇÔñÆ ´î ç¶ ÃîðÈê ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ ÃÈåðÆÕðé ÕÆåÅÍ À°Ô

Á¼×¶ òè¶ Áå¶ æ¯ó·¶ Ãî¶º Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ÒêÇÔñ¶ ´î ç¶ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ

Õðé çÆ ÇòèÆ çÆ ÕñêéÅ ÕÆåÆÍ ÇÕ¿é» ÔËðÅéÆÜéÕ ÔË ÇÕ À°êð¯Õå ÃÅðÆÁ» ÇòèÆÁ» çÆ Ö¯Ü

ÇÂÕ¼ñ¶ ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ ç¹ÁÅðÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÅ Üéî ç¶ ê³ÚÆ ÃÅñ» ç¶ Á³åð×å êÈðÆ

Ô¯ÂÆ Í

ÁÅð¿í Çò¼Ú Õ¶òñ ÃîÆÕðä» ç¶ ÒÔ¼ñÓ Õðé çÆ ÇòèÆ ù ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ç¶

ÇÂéàË×ðñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú Çéðç¶Çôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ ÇÂÔ ôìç Ã¿é AFI@ Çò¼Ú : James

Bernoulli, (1654&1705)ç¹ÁÅðÅ êÌÚñä Çò¼Ú ñ×ÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅÍ ôìç ÒÔ¼ñÓ çÅ Ãí å¯º

êÇÔñÅ âËðÆòËÇàò êÌï¯× Joseph Louis Lagrange(1736&1813)]ç¹ÁÅðÅ Ã¿é 1774
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Çò¼Ú ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ ÇÂÔ ØàéÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ Üéî å¯ºº ñ¼×í× A@@ ÃÅñ» ìÅÁç

ØÇàå Ô¯ÂÆÍ ÇÂÔ Jules Henri Poincare(1854&1912)]ÃÆ, ÇÜÃ é¶ ôìç ÒÔ¼ñÓ çÅ

êÌï¯× Õðé ñÂÆ ÃÖå òÕÅñå ÕÆåÆ ÃÆ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÅè¹ÇéÕ ôìçÅòñÆ Çò¼Ú ôìç Ô¼ñ ù

ÁÅêäÅ À°µÇÚå ÃæÅé êÌÅêå Ô¯ÇÂÁÅÍ Úñ» ù Áñ¼× Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ éÅîÕðé John

Bernoulli (1667&1748)]James Bernoulli ç¶ íðÅ ç¹ÁÅðÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ îÂÆ B@, AGAE

ù Leibnitz ù ÇñÖÆ ÁÅêäÆ ÇÚ¼áÆ Çò¼Ú, À°Ôé» é¶ ÇéîéÇñÖå ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶

Ô¼ñ çÆ Ö¯Ü ÕÆåÆÍ

x2 y = 2y

ù Ô¼ñ Çå¿é åð·» ç¶, êËðÅì¯ñÅ, ÔÅÂÆêðì¯ñÅ Áå¶ ØäÅÕÅð òÕð ç¶ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ çÅ îÅð×çðôé

ÕðòÅÀ°ºç¶ ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÁÇÜÔ¶ Ãðñ ÇçÖÅÂÆ ç¶ä òÅñ¶ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðäÅ ù

Ô¼ñ ÇÕÃ åð·» Áé¶Õ ðÈê èÅðé Õðç¶ ÔéÍ B@òÆº ÃçÆ ç¶ Á¼è Çò¼Ú ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ç¶

×¹äÅåîÕ Ã¹íÅÁ Áå¶ ÇÃðñ¶Ö ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ» çÆ ÕÇáéÅÂÆ Õ°çðå çÆ Ö¯Ü

ñÂÆ ÇèÁÅé ÁÅÕðÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ Á¼Ü Õ¼ñ· ÇÂÃ é¶ ÃÅðÆÁ» Ö¯Ü» ñÂÆ ìÔ¹å îÔ¼åò ðÈê

Çò¼Ú êÌî¹¼Ö ÃæÅé êÌÅêå Õð ÇñÁÅ ÔËÍ



 In most sciences one generation tears down what another has built and what

one has established another undoes. In Mathematics alone each generation

builds a new story to the old structure. – HERMAN HANKEL 

10.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÃÅù ÁÅêä¶ çËÇéÕ ÜÆòé Çò¼Ú Áé¶Õ êÌôé Çîñç¶ ÔË ÇÜÃ åð·» å°ÔÅâÆ

À°ÚÅÂÆ ÕÆ ÔË? ÇÂ¼Õ ë¹¼àìÅñ ç¶ ÇÖâÅðÆ ù ÁÅêäÆ àÆî ç¶ çÈÜ¶ ÇÖâÅðÆ

Õ¯ñ ×¶ºç ù êÔ¹¿ÚÅÀ°ä ñÂÆ ×¶ºç å¶ ÇÕÃ åð·» çÆ êÌÔÅð ÕðéÆ ÚÅÔÆçÆ

ÔË? êÌÆÖä Õð¯ ÇÕ êÇÔñ¶ êÌôé çÅ Ã¿íÅÇòå À°µåð A.F îÆàð Ô¯ ÃÕçÅ

ÔËÍ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú Õ¶òñ (ÇÃðë) ÇÂ¼Õ ÕÆîå

(ÁÕÅð) Ü¯ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, ôÅÇîñ ÔËÍ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆÁ»

ÃÕ¶ñð ÕÔÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ êð çÈÃð¶ êÌôé çÅ À°µåð ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ

ÔË (ÇÜÃ ù ìñ ÕÇÔ³ç¶ Ô») ÇÜÃ Çò¼Ú îÅÃê¶ôÆÁ» çÆ ôÕåÆ ÁÕÅð ç¶

éÅñ éÅñ ÇçôÅ (ÇÜÃ Çò¼Ú çÈÜÅ ÇÖñÅóÆ ÃÇæå ÔË) òÆ ôÅÇîñ ÔËÍ

ÁÇÜÔÆÁ» ðÅôÆÁ» òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ ×Çäå, í½ÇåÕ Áå¶

ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× Çò¼Ú ÇÂÔ ç¯é¯º åð·» çÆÁ» ðÅôÆÁ» íÅò, ÇÜò¶º ÇÕ ¦ìÅÂÆ,

ê¹¿Ü, Ãî¶º, çÈðÆ, ×åÆ, Ö¶åðëñ, ÁÅÇÂåé, åÅêîÅé, Õ¿î, èé, ò¯ñà¶Ü

ØäåÅ, êÌåÆð¯èÕ ÁÅÇç Áå¶ òËÕàð ðÅôÆÁ» ÇÜò¶º ÇòÃæÅêé, ò¶×,

êÌò¶×, ìñ íÅð, Ø¹¿îä (îÈòîËºà) ÇìÜñÂÆ Ö¶åð çÆ åÆìðåÅ ÁÅÇç ÇîñçÆÁ» ÔéÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÃÅù òËÕàð» çÆ Õ°Þ ÁèÅðîÈñ èÅðéÅò», òËÕàð» çÆ ÇòÇí¿é Ã¿ÇÕÇðÁÅ Áå¶

ÇÂÔé» ç¶ ìÆÜÕ Áå¶ ÇÜÀ°îËÇàzÕ ×¹ä» çÅ ÁÇèÁé Õð»×¶Í ÇÂÔé» ç¯é¯º åð·» ç¶ ×¹äÅ çÅ ÇîÇñÁÅ ðÈê

òËÕàð» çÆ èÅðéÅò» çÅ êÈðé Ã¯ÞÆ (ì¯è) Çç³çÅ ÔË Áå¶ À°êð¯Õå ÚðÇÚå Ö¶åð» Çò¼Ú ÇÂÔé» çÆ ÇòôÅñ

À°êï¯×åÅ ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔËÍ

10.2 Õ°Þ îÈñ èÅðéÅò» (Ã¿Õñê) (Some Basic Concepts)

î³é ñÀ° ÇÕ ÇÕÃÆ åñ Ü» Çå¿é&ÇòîÅÂÆ ê¹ñÅó Çò¼Ú l Õ¯ÂÆ Ãðñ ð¶ÖÅ ÔËÍ åÆð ç¶ ÇéôÅé¶ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ

éÅñ ÇÂÃ ð¶ÖÅ ù ç¯ ÇçôÅò» Çç¼åÆÁ» ÜÅ ÃÕçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔé» ç¯é» Çò¼Ú¯º ÇéôÇÚå ÇçôÅ òÅñÆ Õ¯ÂÆ

òÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ, ÇçôÅ ð¶ÖÅ ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ [ÇÚ¼åð 10.1 (i), (ii)]A

ÁÇèÁÅÇÂ

òËÕàð» çÅ ìÆÜ ×Çäå (Vector Algebra)

10

W.R. Hamilton
(1805-1865)

351
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Ô¹ä êÌ¶ÇÖå Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð ÁÃÆº ð¶ÖÅ ‘l’ ù ð¶ÖÅÖ³â AB å¼Õ ÃÆÇîå Õð Çç³ç¶ Ô» å» ç¯é» Çò¼Ú¯º

ÇÕÃÆ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ òÅñÆ ð¶ÖÅ ‘l’ ç¶ ÁÕÅð ÇéðèÅÇðå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÃÅù ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË (ÇÚ¼åð 10.1(iii))Í ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ç¯é¯º Ô¹¿ç¶ ÔËÍ

êÇðíÅôÅ : ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ç¯é¯º ÔË, òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â òËÕàð Ô¹¿çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð 10.1(iii)), ÇÜÃù AB


Ü»

ÃèÅðé a
 , ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ù òËÕàð ÂB


*Ü» òËÕàð â

*ç¶ ðÈê Çò¼Ú êó·ç¶ Ô»Í

À°Ô Çì³çÈ A ÇÜ¼æ¶ òËÕàð AB


ÁÅð¿í Ô¹¿çÅ ÔË, ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ À°Ô Çì³çÈ B ÇÜ¼æ¶

òËÕàð AB


, Öåî Ô¹¿çÅ ÔË, Á³Çåî Çì³çÈ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÕÃÆ òËÕàð ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì¿çÈÁ» ç¶

Çò¼Ú òÅñÆ çÈðÆ òËÕàð çÅ ÁÕÅð (Ü» ¦ìÅÂÆ)ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù | AB


| Ü» | a


| ç¶ ðÈê Çò¼Ú

çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ åÆð çÅ ÇéôÅé òËÕàð çÆ ÇçôÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ ÇÕÀ°ºÇÕ ¦ìÅÂÆ ÕçÆ òÆ ÇðäÅåî éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÚ¿é· | a


| < 0 çÅ Õ¯ÂÆ

Áðæ éÔÆº ÔËÍ

ÃÇæåÆ òËÕàð (Position Vector)

ÕñÅÃ XI å¯º, Çå¿é&ÇòîÅÂÆ ÃîÕ¯äÆ ÁÇèåÕÅð Çéðç¶ôÕ êÌäÅñÆ right handed rectangular Co-

ordination System ù ïÅç Õð¯(ÇÚ¼åð 10-2(i))Aê¹ñÅó Çò¼Ú îÈñ Çì³çÈ O(0, 0, 0) ç¶ ìÅìå

ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Çì³çÈ P ñò¯ ÇÜÃ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) ÔËÍ å» òËÕàð OP


ÇÜÃ Çò¼Ú O Áå¶ P ´îòÅð

ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ ÔË, O ç¶ ìÅìå Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ çÈðÆ ÃÈåð(ÕñÅÃ

XI å¯º) çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ OP


(Ü» r


) çÅ ÁÕÅð ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

| OP |


= 2 2 2x y z 

ÇÚ¼åð A@.A
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ÁÇíÁÅÃ ç¶ îÈñ Çì³çÈ O ç¶ ìÅìå Çì³çÈÁ» A, B, C ÁÅÇç çÆ ÃÇæåÆ ´îòÅð : , ,a b c
 

éÅñ

ÜÅÇäÁÅ ÕÆå¶ Ü»ç¶ Ôé [ÇÚ¼åð 10.2(ii)]A

ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé (Direction Cosines)

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð  OP r
 
vFkok ñò¯ ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÚ¼åð A@.C Çò¼Ú

çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ òËÕàð r


ç¹ÁÅðÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ çÆÁ» èéÅåîÕ ÇçôÅò» ç¶ éÅñ ìäÅÂ¶

´îòÅð : Õ¯ä , , Áå¶  ÇçôÅ Õ¯ä ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» Õ¯ä» ç¶ Õ¯îÅÇÂé ÕÆîå íÅò cos, cos

Áå¶ cos  òËÕàð r
 ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé ÕÔÅÀ°ºç¶ Ôé Áå¶ ÁÅî å½ð å¶ ÇÂÔé» ù ´îòÅð l, m Áå¶ n

éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.C, å¯º ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Çåzí¹Ü OAP ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ ÇåÕ¯ä ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÇåÕ¯ä å¯º

ÇÚ¼åð A@.B

ÇÚ¼åð A@.C

Ü»
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ÁÃÆº  cos | | 
x

r r
r

Èø» Á∂Ò¬∆ÍÃÔØ◊’∆Â≈«◊¡≈̨ êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» ÃîÕ¯äÆ

Çåzí¹Ü OBP Áå¶ OCP å¯º ÁÃÆº cos cos   
y z

r r
¡Â∂ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ P ç¶

í¹Ü» ù (lr, mr, nr) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÷ÅÇÔð ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé ç¶ ÃîÅé Áé°êÅåÆ Ã¿ÇÖÁÅò»

lr, mr Áå¶ nr òËÕàð r


ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ù ´îòÅð%a, b, c éÅñ ÜÅÇäÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ ÁÃÆº é¯à Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ l2 + m2 + n2 = 1 êð ÇòÁÅêÕ : a2 + b2 + c2  1

10.3 òËÕàð» çÆÁ» ÇÕÃî» (Types of Vectors)

÷Æð¯ òËÕàð [Zero (null) Vector] ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ Ã¿êÅåÆ Ô¹¿ç¶

Ôé, ÷Æð¯ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù 0


ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÷Æð¯ òËÕàð ù Õ¯ÂÆ

ÇéôÇÚå ÇçôÅ êÌçÅé éÔÆº ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÕÅð ÷Æð¯ çÅ Ô¹¿çÅ ÔË Ü» ÇòÕñêÆ : ÇÂÃ

ù Õ¯ÂÆ òÆ ÇçôÅ èÅðé ÕÆå¶ Ô¯Â¶ î³¿ÇéÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ òËÕàð AA,BB
 

÷Æð¯ òËÕàð ù çðÃÅÀ°ºç¶

ÔéÍ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð (Unit Vector) ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ çÅ ÁÕÅð ÇÂ¼Õ(íÅò A ÇÂÕÅÂÆ)ÔË, îÅåzÕ

òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÕÃÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð a


çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú îÅåzÕ òËÕàð ù a


éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ

Ü»çÅ ÔËÍ

ÃÇÔ ô¹ðÈÁÅåÆ (Co-initial Vectors) ç¯ Ü» ç¯ å¯º ò¼è òËÕàð ÇÜé·» çÅ ÇÂ¼Õ ÔÆ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÔË,

ÃÇÔ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

Ãîð¶ÖÆ òËÕàð (Collinear Vectors) ç¯ Ü» ç¯ å¯º ò¼è Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÔÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÅéÁ³åð ÔË å» À°Ô

Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÃîÅé òËÕàð (Equal Vectors) ç¯ òËÕàð ÃîÅé òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ôé» çÅ ÁÅÕÅð

Áå¶ ÇçôÅ ÃîÅé ÔËÍ ÇÂÔé» ù =a b


ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇðäÅåîÕ òËÕàð (Negative of a Vector) ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ çÅ ÁÅÕÅð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð (î³é

ñÀ° AB


) ç¶ ÃîÅé ÔË, êð ÇÜÃ çÆ ÇçôÅ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¶ À°ñà ÔË, Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð çÅ

ÇðäÅåîÕ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé BA


, òËÕàð AB


ç¶ ÇðäÅåîÕ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù BA AB 
 

ç¶

ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå êÌíÅÇôå òËÕàð ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ À°Ôé» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ù òÆ À°Ôé» ç¶ ÁÅÕÅð Áå¶ ÇçôÅ

ù ìçñÆ ÕÆå¶ Çìé» ÁÅêä¶ ÃîÅé»åð ÇòÃæÅÇêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ òËÕàð Ã¹å¿åð

òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔËÍ ÇÂÃ êÈð¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Ã¹å¿åð (ÁÅ÷Åç) òËÕàð» çÆ ÔÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í

À°çÅÔðä A. ç¼Öä å¯º 30° ê¼Ûî Çò¼Ú, 40km ç¶ ÇòÃæÅêé çÅ ×ÌÅë ÇéðÈêä Õð¯Í
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vkòQfr10-5

vkòQfr10-4

Ô¼ñ : òËÕàð OP


ñ¯óÆºçÆ ÇòÃæÅêé ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ

(ÇÚ¼åð 10-4ç¶Ö¯)A

À°çÅÔðä B. ÇéîéÇñÖå ÕÆîå» ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶

ðÈê Çò¼Ú ôÌ¶äÆì¼è Õð¯Í

(i) 5 s (ii) 1000 cm3 (iii) 10 N
(iv) 30 km/h (v) 10 g/cm3

(vi) 20 m/s À°µåð çÆ åð·»

Ô¼ñ :

(i) Ãî¶º-ÃÕ¶ñð (ii) ÁÅÇÂåé-ÃÕ¶ñð (iii) ìñ-òËÕàð

(iv) ×åÆ-ÃÕ¶ñð (v) ØäåÅ-ÃÕ¶ñð (vi) ò¶×-òËÕàð

À°çÅÔðä C. ÇÚ¼åð A@.E Çò¼Ú¯º ÇÕÔó¶ òËÕàð Ôé?

(i) Ãîð¶ÖÆ ÔË

(ii) ÃîÅé ÔËÍ

(iii) ÃÇÔ ÔËÍa

Ô¼ñ :

(i) ............. : ,a c d
 

rFkk
(ii) ÃîÅé òËÕàð : a c

 
rFkk

(iii) ..........òËÕàð : ,b c d
 
rFkk

ÁÇíÁÅÃ A@.A

1. À°µåð å¯º 30° êÈðì Çò¼Ú40km ç¶ ÇòÃæÅêé çÅ ×ÌÅë ÇéðÈêé Õð¯Í

2. ÇéîéÇñÖå ÕÆîå» ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ôÌÌ¶äÆì¼è Õð¯Í

(i) 10 kg (ii) 2 îÆàð À°µåð ê¼Ûî (iii) 40°

(iv) 40 ò¯ñà (v) 10–19 Õ°ñî (vi) 20 m/s2

3. ÇéîéÇñÖå ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ôÌÌ¶äÆì¼è Õð¯Í

(i) Ãî¶º çÆ ÇîÁÅç (ii) çÈðÆ (iii) ìñ

(iv) ò¶× (v) Õ¿î

4. ÇÚ¼åð A@.F (ÇÂ¼Õ òð×)Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå òËÕàð» ù êÇÔÚÅä¯Í

(i) ÃÇÔ ô¹ðÈÁÅåÆ (ii) ÃîÅé

(iii) Ãîð¶ÖÆ êð ÃîÅé éÔÆº

êËîÅéÅ

ÇÚ¼åð A@. D

ÇÚ¼åð A@. E

êËîÅéÅÁå¶

Áå¶

Áå¶
ÇÂÕÅÂÆ
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5. ÇéîéÇñÖå çÅ À°µåð ÃÔÆ Ü» ×ñå ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇçÀ°Í

(i) a


Áå¶ a


Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

(ii) ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð» çÅ ÁÕÅð Ôî¶ôÅ ÃîÅé Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(iii) ÃîÅé ÁÅÕÅð òÅñ¶ ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

(iv) ÃîÅé ÁÕÅð òÅñ¶ ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÃîÅé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

10.4 òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ (Addition of Vectors)

òËÕàð AB


ÃèÅðé å½ð å¶ : ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ Çì³çÈ A å¯º Çì³çÈ B

å¼Õ ÇòÃæÅêéÍ Ô¹ä ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ çÆ ÚðÚÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ñóÕÆ Çì³çÈ A å¯º Çì³çÈ B å¼Õ

Ú¼ñçÆ ÔË Áå¶ À°Ã ç¶ ìÅÁç Çì³çÈ B å¯º Çì³çÈ C å¼Õ Ú¼ñçÆ ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@.G)A Çì³çÈ A å¯º Çì³çÈ

C å¼Õ ñóÕÆ ç¹ÁÅðÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ Õ°ñ ÇòÃæÅêé Ü¯ òËÕàð ÇÕ AC


å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù

AC


= AB BC
 

ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ

òËÕàð Ü¯ó çÅ Çåzí¹Ü Çéïî ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÅî å½ð å¶ : Ü¶Õð ÃÅâ¶ Õ¯ñ ç¯ òËÕàð a


Áå¶ b


ÔË

[ÇÚ¼åð10.8 (i)], å» À°Ôé» çÅ Ü¯ó êåÅ Õðé ñÂÆ À°Ôé» ù

ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇñÁÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË, å»ÇÕ ÇÂ¼Õ çÅ ÁÅð¿ÇíÕ

Çì³çÈ çÈÜ¶ ç¶ Á³Çåî Çì³çÈ ç¶ Ã¿êÅåÆ Ô¯ ÜÅò¶ [ÇÚ¼åð 10.8(ii)]A

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶ : ÇÚ¼åð 10.8 (ii) Çò¼Ú, ÁÃÆº òËÕàð

b


ç¶ ÁÅÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ù åìçÆñ ÕÆå¶ Çìé» ÇÂÃ åð·»

ÔàÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË å» ÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ, a


ç¶ Á³Çåî Çì³çÈ ç¶ Ã¿êÅåÆ ÔË Áå¶ Çåzí¹Ü ABC

çÆ åÆÜÆ í¹ÜÅ AC ç¹ÁÅðÅ ÇéðÈêå òËÕàð a b


ÃÅù òËÕàðÅ a


Áå¶ b


çÅ Ü¯ó (Ü» êÇðäÅîÆ)

êÌçÅé ÕðçÅ ÔË; íÅò Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ AB BC
 

= AC


[ÇÚ¼åð 10.8 (ii)]A

ÇÚ¼åð A@.G

ÇÚ¼åð A@.H

ÇÚ¼åð A@.F
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Ô¹ä ç¹ìÅðÅ : ÇÕÀ°ºÇÕ AC CA 
 

, ÇÂÃ ñÂÆ À°êð¯Õå ÃîÆÕðé å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

AB BC CA 
  

= AA 0
 

ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ ÇÕÃÆ Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» ù Ü¶Õð ÇÂÔ ´î Çò¼Ú ÇñÁÅ ÜÅò¶ å» ÇÂÔ ÜÆð¯

ÁÕÅð ò¼ñ ù êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Áð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ Ã¿êÅåÆ Ô¯ Ü»ç¶ Ôé [ÇÚ¼åð 10.8(iii)]A

Ô¹ä ÇÂ¼Õ òËÕàð BC


çÆ ðÚéÅ ÇÂÃ êÌÕÅð Õð¯ å» ÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÕÅð òËÕàð BC


, ç¶ ÁÅÕÅð ç¶

ÃîÅé Ô¯ò¶, êð ÇÂÃ çÆ ÇçôÅ BC


çÆ ÇçôÅ ç¶ À°ñà Ô¯ò¶ ÇÚ¼åð10-8(iii)íÅò BC


= BC


Ô¹ä

Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ [ÇÚ¼åð 10-8(iii)] å¯º ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ AC AB BC  
  

= AB ( BC) 
 

a b 


òËÕàð AC


, a b


rFkkç¶ Á³åð ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÇÕÃÆ éçÆ ç¶ ÇÕéÅð¶ å¯º çÈÃð¶ ÇÕéÅð¶ å¼Õ êÅäÆ ç¶ òÔÅÁ çÆ ÇçôÅ ç¶ ÁÇí¦ì ÜÅä òÅñÆ ÇÂ¼Õ

éÅÀ° çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í Ô¹ä ÇÂÃ éÅò (ÇÕôåÆ) å¶ ç¯ ò¶× òËÕàð Õ¿î Õð ðÔ¶ Ôé, ÇÂ¼Õ ÇÂ³Üé ç¹ÁÅðÅ

ÇÕôåÆ ù Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ò¶× Áå¶ çÈÜÅ éçÆ ç¶ êÅäÆ ç¶ òÔÅÁ çÅ ò¶×Í ÇÂÔé» ç¯é» ò¶×» ç¶ ÇÂÕ¼á¶

êÌíÅò ç¹ÁÅðÅ ÇÕôåÆ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çí¿é ò¶× éÅñ Ú¼ñäÅ ô¹ðÈ ÕðçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ÇÕôåÆ çÆ êÌíÅòÆ

×åÆ Áå¶ ÇçôÅ (íÅò Çòñ¯êä ò¶×) ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÃÔÆ ²ÇòÚÅð ÇñÁÅÀ°ä ñÂÆ ÃÅâ¶ Õ¯ñ òËÕàð çÅ

Ü¯óëñ çÅ ÇéîéÇñÖå Çéïî ÔËÍ

Ü¶Õð ÃÅâ¶ Õ¯ñ ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆ ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù ÇéðÈêå ÕÆå¶ ÜÅä òÅñ¶ (ÁÅÕÅð

Áå¶ ÇçôÅ ÃÇÔå) ç¯ òËÕàð a b


¡Â∂ ÔË (ÇÚ¼åð A@.I)å» Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆ ÇÂÔé» ç¯é»

í¹ÜÅò» ç¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈ å¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇòÕðä ÇÂÔé» ç¯é¯º òËÕàð» ç¶ Ü¯ó +a b


ù ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ

ÃÇÔå ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÔ òËÕàð Ü¯ó ç¶ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü Çéïî ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶

Ô¯Â¶ ÇÚ¼åð A@. I å¯º ÁÃÆº é¯à Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

OA AC
 

= OC


Ü» OA OB
 

= OC


(ÇÕÀ°ºÇÕ AC OB
 

) Ü¯ ÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü

Çéïî ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ òËÕàð

Ü¯ó ç¶ ç¯ Çéïî ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.I

Áå¶
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òËÕàð Ü¯óëñ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of vector addition)

Çòô¶ôåÅ A. ç¯ òËÕàð a b


¡Â∂ ç¶ ñÂÆ

a b


= b a
 

( ´î òà»çðÅ Çòô¶ôåÅ)

ÃìÈå : Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD ù ñÀ° (ÇÚ¼åð A@.A@)î³é ñÀ° AB BC ,a b 
   vkjS Ô¹ä

Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ AC


= +a b


Ô¹ä, ÇÕÀ°ºÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» Ãéî¹Ö í¹ÜÅò» ÃîÅé Áå¶ Ãî»éåð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÚ¼åð

A@.A@ Çò¼Ú AD = BC = DC = AB =b a
    

¡Â∂ ÔËÍ ç¹ìÅðÅ Çåzí¹Ü ADC Çò¼Ú Çåzí¹Ü Çéïî çÅ

êÌï¯× ÕðÕ¶ AC


= AD + DC
 

= +b a
 

ÇÂÃ ñÂÆ a b


= b a
 

Çòô¶ôåÅ B. î³é ñÀ°, òËÕàð ,a b c
 
vkSj òÅÃå¶

´îòÅð : ( )a b c 
 

= ( )a b c 
 

(ÃÇÔÚÅðåÅ

Çéïî)

Çòô¶ÃåÅ : î³é ñÀ°, òËÕàð ,a b c
 
rFkkù ´îòÅð

: PQ, QR RS
  

,oa éÅñ ÇéðÈêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ

ÔË ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÚ¼åð 10.11(i) Áå¶ (ii) Çò¼Ú

çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

å» a b
 = PQ + QR = PR

  

Áå¶ b c
  = QR + RS = QS

  

ÇÂÃ ñÂÆ ( )a b c 
 

= PR + RS = PS
  

ÇÚ¼åð A@.A@

ÇÚ¼åð A@.AA

Áå¶

Áå ¶

Áå¶

Áå¶
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ÇÚ¼åð A@.AB

Áå¶ ( )a b c 
 

= PQ + QS = PS
  

ÇÂÃ ñÂÆ ( )a b c 
 

= ( )a b c 
 

fà¼êäÆ òËÕàð Ü¯óëñ ç¶ ÃÇÔÚÅðåÅ Çòô¶ôåÅ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÁÃÆº Çå¿é òËÕàð» ,a b c
 
rFkk

çÅ Ü¯óëñ ìðËÕà» ç¶ À°êï¯× å¯º Çìé» a b c 
 

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô» :

é¯à Õð¯ ÇÕ ÇÕÃÆ ìðËÕà a


ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

0a 


= 0 a a 
  

ÇÂ¼æ¶ ÷Æð¯ òËÕàð 0


òËÕàð Ü¯óëñ ç¶ ñÂÆ Ü¹óäï¯× êÛÅä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

10.5 ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹äÅ (Multiplication of a Vector by Scalar)

î³é ñÀ° ÇÕ a


ÇÂ¼Õ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð ÔË Áå¶  ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð ÔËÍ Ô¹ä òËÕàð a


çÅ ÃÕ¶ñð , éÅñ

×¹äéëñ ÇÜÃ ù  a


ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, òËÕàð a


çÅ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹äÅ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

é¯à Õð¯ ÇÕ  a


òÆ òËÕàð a


ç¶ Ãîð¶ÖÆ ÇÂ¼Õ òËÕàð ÔËÍ  çÆ ÕÆîå èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ Ô¯ä

ç¶ Áé°ÃÅð  a


çÆ ÇçôÅ, a


ç¶ ÃîÅé Ü» À°ñà Ô¹¿çÆ ÔËÍ  a


çÅ ÁÅÕÅð a


ç¶ ÁÅÕÅð å¯º | | ×¹äÅ

Ô¹¿çÅ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

| |a


= | | | |a


ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð çÅ òËÕàð éÅñ ×¹äÅ çÅ ÇÜîÅÇÂåÆ ÃèÅðé [ðÈê çÆ ÕñêéÅ (visualisation)] ÇÚ¼åð

A@.AB Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ

Üç¯º  = – 1, å» a a  
 

Ü¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð ÔË ÇÜÃçÅ ÁÅÕÅð a


ç¶ ÃîÅé ÔË Áå¶ ÇçôÅ

a


çÆ ÇçôÅ å¯º À°ñà ÔËÍ òËÕàð – a


òËÕàð a


ç¶ ÇðäÅåîÕ (Ü» Ü¹óéï¯× À°ñà)ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶

Ôî¶ôÅ (– )a a
 

= (– ) 0a a 
 

ÔÆ êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

Áå¶ Ü¶Õð
1

=
| |a

  , Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0,a a
 

vFkkrZ~ ÇÂ¼Õ ÜÆð¯ òËÕàð éÔÆº ÔË å»

| | | | | |a a  
 

=
1

| | 1
| |

a
a






Áå ¶

Ü¯ ÇÕ
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ÇÂÃ åð·»  a


, a


çÆ ÇçôÅ îÅåzÕ òËÕàð ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ

â =
1

| |
a

a


 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô»Í

Çà¼êäÆ ÇÕÃÆ òÆ ÃÕËñð k ç¶ ñÂÆ 0 = 0k
 

10.5.1 ÇÂ¼Õ òËÕàð ç¶ ØàÕ (Components of a vector)

ÁÅÀ° Çì³çÈÁ» A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) Áå¶ C(0,0, 1) ù ´îòÅð%x-í¹ÜÅ y-í¹Ü Áå¶ z-í¹Ü å¶ ñËºç¶ Ô»Í

å» ÃÅø å½ð å¶

| OA | 1, | OB |
 

= 1 | OC | 1


vkSj

òËÕàð OA, OB OC
  

vkjS Çò¼Ú Ôð¶Õ çÅ ÁÕÅð A ÔËÍ ´îòÅð

OX, OY Áå¶ OZ í¹ÜÅ ç¶ îÅåzÕ òËÕàð ÕÔÅÀ°º¶ç Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ù

´îòÅð : ˆˆ ˆ,i j kvkSj ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@.AC)A

Ô¹ä ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OP


ñò¯ ÇÜÃ åð·» ÇÕ

ÇÚ¼åð A@.AD Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ P
1
ç¶ åñ XOY å¶ ÇÖ¼Ú¶

×Â¶ ¦ì çÅ êËð Çì³çÈ P
1
ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ P

1
P, z-í¹Ü ç¶

Ãî»åð ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ˆˆ ˆ,i j k,oa´îòÅð : x, y Áå¶ z-í¹Ü ç¶ îÅåzÕ òËÕàð

ÔË Áå¶ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ» çÆ êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
1

ˆP P OR zk 
 

. ÇÂÃ åð·»

1
ˆQP OS yj 

 
Áå¶ ˆOQ xi


. ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1OP


=
1

ˆ ˆOQ + QP xi yj 
 

Áå¶ OP


=
1 1

ˆˆ ˆOP + P P xi yj zk  
 

ÇÂÃ åð·» O ç¶ ÔòÅñ¶ ç¶ éÅñ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OP ( )r
 
vFkok = ˆˆ ˆxi yj zk  ç¶ ðÈê Çò¼Ú

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÕÃ¶ òÆ òËÕàð çÅ ÇÂÔ ðÈê ØàÕ ðÈê ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ x, y Áå¶ z, r


ç¶ Ã¶ÕËñð ØàÕ ÕÔÅÀ°ºç¶

Ôé Áå¶ ˆˆ ˆ,xi yj zk,oa ´îòÅð í¹ÜÅ ç¶ éÅñ éÅñ r
 ç¶ òËÕàð ØàÕ ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Õç¶&Õç¶ x,

y Áå¶ z ù ÃîÕ¯äÆ ØàÕ òÆ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÕÃ¶ òËÕàð ˆˆ ˆr xi yj zk  


, çÆ ¦ìÅÂÆ êÅÇÂæÅ×¯ðÃ çÆ ÇæÀ±ðî ç¶ ç¯ ìÅð êÌï¯× ÕðÕ¶ å°ð¿å

êåÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü OQP
1

Çò¼Úa(ÇÚ¼åð 10.14)

1| OP |


= 2 2 2 2
1| OQ | +|QP | x y 

 

ÇÚ¼åð A@.AC

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Ü»
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Áå¶ ÃîÕ¯ä ÇåÕ¯ä OP
1
P, Çò¼Ú ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

| OP |


= 2 2 2 2 2
1 1| OP | | P P | ( )x y z   

 

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÕÃ¶ òËÕàð ˆˆ ˆ+r xi yj zk 


çÆ ¦ìÅÂÆ | |r


= 2 2 2ˆˆ ˆ| | =xi yj zk x y z   

ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

Ü¶Õð ç¯ òËÕàð a b


¡Â∂ ØàÕ ðÈê Çò¼Ú ´îòÅð :
1 2 3

ˆˆ ˆ+a i a j a k Áå¶
1 2 3

ˆˆ ˆb i b j b k 

ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË å»

(i) òËÕàð a b


¡Â∂ çÅ Ü¯ó

a b
 =

1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k     ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(ii) òËÕàð a b


¡Â∂ çÅ Á³åð

a b
 =

1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k     ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(iii) òËÕàð a b


¡Â∂ ÃîÅé Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ ÇÃðë Ü¶Õð

a
1

= b
1
, a

2
= b

2
Áå¶ a

3
= b

3

(iv) ÇÕÃ¶ ÃÕËñð çÅ òËÕàð a


çÅ ×¹äÅ

a
 =

1 2 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a k     ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.AD
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òËÕàðÅ ç¶ Ü¯óëñ Áå¶ ÇÕÃÆ ÃÕñ¶ð éÅñ òËÕàð çÆ ×¹äÅ ÇÂÕ¼á¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå ò¿âäÅåîÕ

Çéïî éÅñ ÇîñçÅ ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ a b


vkjS Õ¯ÂÆ ç¯ òËÕàð ÔË Áå ¶ k Áå ¶ m ç¯ ÃÕËñð ÔË å»

(i) ( )ka ma k m a  
  

(ii) ( ) ( )k ma km a
 

(iii) ( )k a b ka kb  
  

Çà¼êäÆ

1. å°ÃÆº é¯ÇàÃ Õð ÃÕç¶ Ô¯ ÇÕ  ù ÇÕÃÆ òÆ ÕÆîå ç¶ ñÂÆ òËÕàð a


Ôî¶ôÅ òËÕàð a


ç¶ Ãîð¶ÖÆ

ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ç¯ òËÕàð a b


vkjS Ãîð¶ÖÆ å» ÔÆ Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð  ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶

×Ëð ÜÆð¯ òËÕàð çÅ î½÷Èç ÔË å» ÇÕ b a 
 

Ô¯ò¶Í Ü¶Õð òËÕàð ØàÕ ðÈê Çò¼Ú Çç¼åÅ

Ô¯ÇÂÁÅ ÔË íÅò 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k  


Áå¶ 1 2 3

ˆˆ ˆb b i b j b k  


, å» ç¯ òËÕàð Ãîð¶ÖÆ Ô¹¿ç¶

Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð

1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( )a i a j a k  

 1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a k    

 1 1b a  , 2 2 3 3,b a b a   


1

1

b

a
 32

2 3

bb

a a
  

2. Ü¶Õð a


= 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k  å» a

1
, a

2
, a

3
òËÕàð a


ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔËÍ

3. Ü¶Õð l, m, n ÇÕÃÆ òËÕàð ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé ÔË å»

ˆˆ ˆli mj nk  = ˆˆ ˆ(cos ) (cos ) (cos )i j k    

Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú îÅåzÕ òËÕàð ÔË ÇÜ¼æ¶ : , Áå¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¹ÁÅðÅ

´îòÅð : x, y Áå ¶ z í¹Ü ç¶ éÅñ ìäÅÂ¶ ×Â¶ Õ¯ä ÔéÍ

À°çÅÔðä :D. x, y Áå¶ z çÆÁ» ÕÆîå» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ òËÕàð ˆˆ ˆ2a xi j zk  


Áå¶

ˆˆ ˆ2b i yj k  


ìðÅìð ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ç¯ òËÕàð ÃîÅé Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð À°Ôé» ç¶ Ã¿×å ØàÕ ÃîÅé

ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð a b


vkjS ÃîÅé Ô¯ä×¶ Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð x = 2, y = 2, z = 1

À°çÅÔðä :E. î³é ñÀ° ˆ ˆ2a i j 


Áå ¶ ˆ ˆ2b i j 


åç ÕÆ | | | |a b


ÔË? ÕÆ òËÕàð a b


vkjS
ç¶ ÃîÅé Ôé?

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ 2 2| | 1 2 5a   


Áå¶ 2 2| | 2 1 5b   


ÇÂÃ ñÂÆ | | | |a b


êð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ÃîÅé éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔé» ç¶ Ã¿×å ØàÕ Çí¿é ÔéÍ

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

a b


vkjSÁå¶
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À°çÅÔðä :F. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3a i j k  


ç¶ ÇçôÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯?

Ô¼ñ. òËÕàð a


çÆ ÇçôÅ ò¼ñ ÇÂÕÅÂÆ îÅåzÕ òËÕàð
1

ˆ
| |

a a
a




 ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË?

Ô¹ä | |a


= 2 2 22 3 1 14  

ÇÂÃ ñÂÆ
1 ˆˆ ˆˆ (2 3 )
14

a i j k   =
2 3 1 ˆˆ ˆ
14 14 14

i j k 

À°çÅÔðä :G.òËÕàð ˆ ˆ2a i j 


çÆ ÇçôÅò¼ñ ÇÂ¼ÕÁÇÜÔÅòËÕàðêåÅÕð̄ ÇÜÃçÅîÅêÁ³ÕG ÇÂÕÅÂÆÁ»ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô̄Â¶ òËÕàð a


çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð
1

ˆ
| |

a a
a




 =
1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( 2 )
5 5 5

i j i j   ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ a


ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ G îÅê Á³Õ òÅñÅ òËÕàð 7a


=
1 2

7
5 5

i j
  
 

 
=

7 14ˆ ˆ
5 5

i j ÔËÍ

À°çÅÔðä :H. òËÕàð» ˆˆ ˆ2 2 – 5a i j k 


Áå¶ ˆˆ ˆ2 3b i j k  


ç¶ Ü¯óëñ ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ ò¼ñ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ

ˆˆ ˆ, = 4 3 2a b c c i j k   
  

tgk¡ ÔËÍ

Áå¶ | |c


= 2 2 24 3 ( 2) 29   

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

1 1 4 3 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ (4 3 2 )
| | 29 29 29 29

c c i j k i j k
c

      


 ÔËÍ

À°çÅÔðä : I. òËÕàð ˆˆ ˆ 2a i j k  


ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÇñÖ¯ Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇçôÅ&
Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ òËÕàð ˆˆ ˆr xi yj zk  


ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c òËÕàð ç¶, ´îòÅð

ØàÕ x, y, z Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàðÅ ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ a = 1, b = 1 Áå¶ c =

–2 ÔËÍ Á¼×¶ : Ü¶Õð l, m Áå¶ n Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé Ôé å»

1 1 2
, , ( | | 6)

| | | | | |6 6 6

a b c
l m n r

r r r


      


   D;kfsad

ÇÂÃ ñÂÆ : ÇçôÅ Õ¯¯ÃÅÇÂé
1 1 2

, , –
6 6 6

 
 
 

ÔéÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ

ÇÜ¼æ¶
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10.5.2 ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ òËÕàð (Vector joining two points)

Ü¶Õð P
1
(x

1
, y

1
, z

1
) Áå¶ P

2
(x

2
, y

2
, z

2
) ç¯ Çì³çÈ ÔË å»

P
1
ù P

2
éÅñ ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ òËÕàð

1 2P P


ÔËÍ (ÇÚ¼åð

10-15)AP
1
Áå¶ P

2
ù îÈñ Çì³çÈ O éÅñ ÇîñÅÀ°ä å¶

Áå¶ Çåzí¹Ü Çéïî çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÁÃÆº Çåzí¹Ü OP
1
P

2

å¯º êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
1 1 2OP P P

 
=

2OP


òËÕàð Ü¯óëñ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ À°êï¯× Õðç¶

Ô¯Â¶ À°êð¯Õå ÃîÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðé ù

ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

1 2P P


=
2 1OP OP

 

íÅò
1 2P P


= 2 2 2 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x i y j z k x i y j z k    

=
2 1 2 1 2 1

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )x x i y y j z z k    

òËÕàð
1 2P P


çÅ ÁÅÕÅð 1 2P P


= 2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y z z     ç¶ ðÈê Çò¼Ú

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä : A@. Çì³çÈÁ» P(2, 3, 0) Áå¶ Q(– 1, – 2, – 4) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ Áå¶ P å¯º Q ò¼ñ ù

Çéðç¶ô Õðé òÅñÅ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ òËÕàð P å̄º Q ò¼ñ ù Çéðç¶Çôå ÔË, ÃÅø å½ð å¶; P ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÔË, Áå¶ Q]Á³Çåî Çì¿çÈ

ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ ñ¯óÆºçÅ òËÕàð PQ


, ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

PQ


= ˆˆ ˆ( 1 2) ( 2 3) ( 4 0)i j k       

íÅò PQ


= ˆˆ ˆ3 5 4i j k  

10.5.3 ÕÅà ÃÈåð (Section Formula)

î³é ñÀ° îÈñ Çì³çÈ O ç¶ Áé°ÃÅð P Áå¶ Q ç¯ Çì³çÈ ÔË ÇÜé·» ù

ÃÇæåÆ òËÕàð OP OQ
 
vkjS éÅñ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Çì³çÈÁ» P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ ð¶ÖÅ Ö³â ÇÕÃ¶ åÆÜ¶ Çì³çÈ R

ç¹ÁÅðÅ ç¯ åð·» éÅñ ÇòíÇÜå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ (Á³çðÈéÆ

ÇÚ¼åð 10-16)Áå¶ ìÅÔðÆ (ÇÚ¼åð10-17)AÇÂ¼æ¶ ÃÅâÅ À°ç¶ô

îÈñ Çì³çÈ O ç¶ Áé°ÃÅð Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OR


ñ¼íäÅ

ÔËÍ ÁÃÆº ç¯é» ÃÇæåÆÁ» ù ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÕðÕ¶ ñËºç¶ Ô»Í

ÃÇæåÆ: Üç¯º R, PQ çÆ Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË (ÇÚ¼åð A@.AF)AÜ¶Õð R, PQ


çÆ ÇÂÃ åð·» ò¿â

ÕðçÅ ÔË ÇÕ RQm


= PRn


,tgk¡m Áå¶ n èéÅåîÕ òËÕàð ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ Çì³çÈ R,

ÇÚ¼åð A@.AE

ÇÚ¼åð A@.AF

ÇÜ¼æ¶

Áå¶
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PQ


ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË Ô¹ä Çåzí¹Ü» ORQ Áå¶ OPR å¯º

RQ


= OQ OR b r  
   

Áå¶ PR


= OR OP r a  
   

ÇÂÃ ñÂÆ ( )m b r
 

= ( )n r a
 

(ÇÕÀ°º?)

Ü» r
 =

mb na

m n





 

(Ô¼ñ/Ãðñ Õðé å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ R Ü¯ ÇÕ P Áå¶ Q ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

OR


=
mb na

m n





 

ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÃÇæåÆ II Üç¯º R, PQ çÆ ìÅÔðÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË (ÇÚ¼åð 10-
17)A ÇÂÔ åÃçÆÕ ÕðéÅ ÁÃÆº êÅáÕ» ñÂÆ ÇÂ¼Õ êÌôé ç¶ ðÈê

Çò¼Ú Û¼âç¶ Ô» ÇÕ ð¶ÖÅÖ³â PQ ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú ìÅÔðÆ

ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R
PR

i.e.,
QR

m

n

 
 

 
çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

OR


=
mb na

m n





 

ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð R, PQ çÅ î¼è Çì³çÈ ÔË å» m = n Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÇæåÆ I å¯º PQ


ç¶ î¼è Çì³çÈ R çÅ

ÃÇæåÆ òËÕàð OR


=
2

a b


ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä : AA. ç¯ Çì³çÈ P Áå¶ Q ñò¯ ÇÜé·» çÆ ÃÇæåÆ òËÕàð OP 3 2a b 
 

Áå¶ OQ a b 
 

ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ Ü¯ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù 2:1 ç¶

Áé°êÅå Çò¼Ú (i) Á³çðÈéÆ (ii) ìÅÔðÆ ò¿â ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ :

(i) P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B.A ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ R çÅ

ÃÇæåÆ òËÕàð ÔË :

OR


=
2( ) (3 2 ) 5

3 3

a b a b a  


   

(ii) P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B:A ç¶ Áé°êÅå ç¶ ìÅÔðÆ ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R çÅ

ÃÇæåÆ òËÕàð ÔË :

OR


=
2( ) (3 2 )

4
2 1

a b a b
b a

  
 



    

ÇÚ¼åð A@.AG

íÅò
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À°çÅÔðä : AB. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆA(2 ), B( 3 5 ), C(3 4 4 )i j k i j k i j k      ÇÂ¼Õ

ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð ÔéÍ

Ô¼ñ : ÃÅâ¶ Õ¯ñ ÔË ÇÕ

AB


= ˆˆ ˆ(1 2) ( 3 1) ( 5 1)i j k       ˆˆ ˆ2 6i j k   

BC


= ˆˆ ˆ(3 1) ( 4 3) ( 4 5)i j k       ˆˆ ˆ2i j k  

Áå¶ CA


= ˆˆ ˆ(2 3) ( 1 4) (1 4)i j k      ˆˆ ˆ3 5i j k   

ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ

2| AB |


= 2 241 6 35 | BC | | CA |   
 

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Çåzí¹Ü ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A@.B

1. ÇéîéÇñÖå òËÕàð» ç¶ îÅê Á³Õ çÆ ×äéÅ Õð¯ :

1 1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; 2 7 3 ;
3 3 3

a i j k b i j k c i j k        
 

2. ÃîÅé îÅê Á³Õ òÅñ¶ ç¯ Áñ¼×-Áñ¼× òËÕàð ÇñÖ¯Í

3. ÃîÅé ÇçôÅ òÅñ¶ ç¯ Áñ¼×-Áñ¼× òËÕàð ÇñÖ¯Í

4. x Áå¶ y çÆÁ» ÕÆîå» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆ ˆ2 3i j xi yj vkjS ÃîÅé Ô¯äÍ

5. ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ (2]1)ÔË Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ (&5]7)ÔËÍ ÇÂÃ òËÕàð ç¶

ÃÕËñð Áå¶ òËÕàð ØàÕ êåÅ Õð¯Í

6. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 , 2 4 5a i j k b i j k      


Áå¶ ˆˆ ˆ6 – 7c i j k 


çÅ Ü¯óëñ êåÅ Õð¯Í

7. òËÕàð ˆˆ ˆ 2a i j k  


ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

8. òËÕàð PQ,


ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈ P Áå¶ Q ´îòÅð

(1]2]3)Áå¶ (4]5]6)ÔéÍ

9. Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2a i j k b i j k      


vkSj , ç¶ ñÂÆ òËÕàð a b


ç¶ òËÕàð

çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

10. òËÕàð ˆˆ ˆ5 2i j k  ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ îÅê Á³Õ

H ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

11. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 4 6 8i j k i j k    vkSj Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

12. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3i j k  ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé êåÅ Õð¯Í

¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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vkòQfr10-18

13. Çì³çÈÁ» A (1, 2, –3) Áå¶ B(–1, –2, 1) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ Áå¶ A å¯º B ÇçôÅ ò¼ñ òËÕàð

ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé êåÅ Õð¯Í

14. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆˆ ˆi j k  è¹ÇðÁ» OX, OY Áå¶ OZç¶ éÅñ ìðÅìð (ÃîÅé) Þ¹ÇÕÁÅ ÔÇ̄ÂÁÅ ÔËÍ

15. Çì³çÈÁ» P ( ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 ) Q – )i j k i j k   vkSj ( ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B:A ç¶ Áé°êÅå

Çò¼Ú (i) Á³çðÈéÆ (ii) ìÅÔðÆ ò¿â Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

16. ç¯ Çì³çÈ P(2, 3, 4) Áå¶ Q(4, 1, –2) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ òËÕàð çÅ î¼è Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í

17. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A, B Áå¶ C, ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ˆˆ ˆ3 4 4 ,a i j k  


ˆˆ ˆ2b i j k  


Áå¶ ˆˆ ˆ3 5c i j k  


ÔË, ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð» çÅ ÇéðîÅä Õðç¶ ÔéÍ

18. Çåzí¹Ü ABC (ÇÚ¼åð 10.18), ç¶ ñÂÆ ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÅ ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ

(A) AB + BC + CA = 0
   

(B) AB BC AC 0  
   

(C) AB BC CA 0  
   

(D) AB CB CA 0  
   

19. Ü¶Õð a b


vkjS ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð Ôé å» ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ

(A) ,b a  
 

fdlhvfn'kosQfy,

(B) a b 


(C) a b


vkjS ç¶ ´îòÅð ØàÕ ÃîÅéÁé°êÅåÆ éÔÆº ÔéÍ

(D) ç¯é¯º òËÕàð» a b


rFkkçÆ ÇçôÅ ÃîÅé ÔË; êð îÅê Á³Õ ÇòÇí¿é ÔËÍ

10.6 ç¯ òËÕàð» çÅ ×¹äéëñ (Product of Two Vectors)

Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº òËÕàð» ç¶ Ü¯óëñ Áå¶ ØàÅÀ° ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÃÅâÅ À°ç¶ô òËÕàð»

ç¶ ×¹äéëñ éÅîÕ ÇÂ¼Õ çÈÜÆ ÁñÜìð¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÆ ÚðÚÅ ÕðéÅ ÔËÍ ÁÃÆº ïÅç Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ç¯

Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ×¹äéëñ ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ Ô¹¿çÆ ÔË, ç¯ îËÇàzÕÃ çÅ ×¹äéëñ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ Ô¹¿çÅ ÔË, êð ëñé»

çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº À°Ôé» ù ç¯ åð·» éÅñ ×¹äÅ Õð ÃÕç¶ Ô» é» ç¶ å½ð å¶ ç¯ ëñé» çÅ Çì³çÈ òÅð

×¹äÅ Áå¶ ç¯ ëñé» çÅ Ã¿ï¯ÜéÍ ÇÂÃ åð·» òËÕàð» çÆ ×¹äÅ òÆ ç¯ åðÆÕ¶ éÅñ êÌíÅÇôå ÕÆåÆ Ü»çÆ

ÔË é» ç¶ å½ð å¶ : ÃÕËñð ×¹äéëñ ÇÜ¼æ¶ éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ òËÕàð ×¹äéëñ ÇÜ¼æ¶

éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ òËÕàð Ô¹¿çÅ ÔËÍ òËÕàð» ç¶ ÇÂÔ ç¯ åð·» ç¶ ×¹äéëñ» ç¶ ÁèÅð å¶ ÇÜÀ±îËàðÆ, îÕËÇéÕ

Áå¶ ÇÂ³ÜÆéÆÁÇð³× Çò¼Ú ÇÂÔé» ç¶ ÇòÇí¿é À°êï¯× ÔéÍ ÇÂÃ ÃËÕôé (Áé°íÅ×) Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ åð·»

ç¶ ×¹äéëñ çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í

ÇÕÃÆ ÃÕ¶ñð ç¶ ñÂÆ

Áå¶

ÇÚ¼åð A@. AH

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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10.6.1 ç¯ òËÕàð» çÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ [Scalar (or dot) product of two vectors]

êÇðíÅôÅ B. ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð a b


vkjS çÅ ÃÕËñð ×¹äéëñ a b


ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ

ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù a b


= | | | | cosa b 


ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶  , 0a b    


vkSj oQschpdkdk.skgSvkSj (ÇÚ¼åð A@.AI)A

Ü¶Õð 0 0,a b 
 

vFkok å»  êÌíÅÇôå éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÃÇæåÆ

Çò¼Ú ÁÃÆº 0a b 


êÌíÅÇôå Õðç¶ ÔËÍ

ÇéðÆÖä

1. a b


ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

2. î³é ñÀ° ÇÕ a b


vkjS ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð Ôé å» 0a b 


Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð a b


vkjS

ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ êðÃêð ¦ì Ôé ÇÂÃ ñÂÆ 0a b a b   
  

3. Ü¶Õð  = 0, å» | | | |a b a b 
  

Çòô¶ô ðÈê å¯º 2| | ,a a a 
  

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Úa ÔËÍ

4. Ü¶Õð  = ,rc | | | |a b a b  
  

Çò²ô¶ô ðÈê å¯º
2( ) | |a a a   

  
, ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ,  ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

5. ÇéðÆÖä êÌÌ¶Öä B Áå¶ C çÆ Ã¿çðí Çò¼Ú ÁÅêÃÆ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ˆˆ ˆ, ,i j k,oa ç¶ ñÂÆ

ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

ˆ ˆ ˆ ˆi i j j   = ˆ ˆ 1k k 

Áå¶ ˆˆ ˆ ˆi j j k   = ˆ ˆ 0k i 

6. ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð a b


vkjS ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä ,

.
cos

| || |

a b

a b
 


 Ü» –1 .

cos
| || |

a b

a b

 
   

 


 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

7. ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ´î òà»çðÅ ÔË íÅò

a b


= b a
 

(ÇÕÀ°º?)
ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» (Two important properties of scalar
product)

Çòô¶ôåÅ A.(ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ çÆ Ü¯ó À°µêð ò¿âÕÅðÆ Çéïî)î³é ñÀ° ,a b c
 
vkSj Çå¿é òËÕàð Ôé

å» ( )a b c 
 

= a b a c  
  

Çòô¶ôåÅ B. î³é ñÀ° a b


vkjS ç¯ òËÕàð Ôé Áå¶  ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË, å»

( )a b 


= ( ) ( )a b a b    
  

ÇÚ¼åð A@. AI

Áå¶

Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔË Áå¶

å»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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Ü¶Õð ç¯ òËÕàð ØàÕ ðÈê Çò¼Ú 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k  Áå¶ 1 2 3

ˆˆ ˆb i b j b k  , Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË å» À°Ôé»

çÅ òËÕàð ×¹äéëñ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

a b


= 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k    

= 1 1 2 3 2 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i b i b j b k a j b i b j b k       + 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ( )a k b i b j b k  

= 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i a b j j a b j k          

+ 3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b k i a b k j a b k k    

(À°êð¯Õå Çòô¶ôåÅò» A Áå¶ B çÅ À°êï¯× Õðé å¶)

= a
1
b

1
+ a

2
b

2
+ a

3
b

3
(ÇéðÆÖä E çÅ À°êï¯× Õðé å¶ )

ÇÂÃ åð·» a b


= 1 1 2 2 3 3a b a b a b 

10.6.2 ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÇÕÃÆ ð¶ÖÅ å¶ êÌÖ¶ê (Projection of a vector on a line)

î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ òËÕàð AB


ÇÕÃ¶ Çéðç¶Çôå ð¶ÖÅ l(î³é ñÀ°)ç¶ éÅñ Ö¼ì¶ ×¶ó¶(ØóÆ çÆ ÇçôÅ

å º̄À°ñà ÇçôÅ)Çò¼Ú  Õ½ä ìäçÅ ÔËÍ(ÇÚ¼åð A@.B@ ç¶Ö¯)å» AB


çÅ l À°µêð êÌÖ¶ê Projection

ÇÂ¼Õ òËÕàð p

(î³é ñÀ°)ÔË ÇÜÃçÅ îÅê Á³Õ | AB | cos


ÔË Áå¶ ÇÜÃ çÆ ÇçôÅ çÅ l çÆ ÇçôÅ

ç¶ ò¼ñ (Ü» À°ñà) Ô¯äÅ ÇÂÃ ×¼ñ å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔË ÇÕ cos èéÅåîÕ ÔË Ü» ÇðäÅåîÕÍ òËÕàð p


ù êÌÖ¶ê (Projection)òËÕàð ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÅê Á³Õ | p


|, ÃèÅÅðé å½ð å¶ ÇÂÃ ù

Çéðç¶Çôå ð¶ÖÅ l å¶ òËÕàð AB


çÅ êÌî¶ï ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé òÜ¯º ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ÇÚ¼åð ç¶

òËÕàð AB


çÅ ð¶ÖÅ l å¶ êÌ¶Öê òËÕàð AC


ÔËÍ [ÇÚ¼åð A@.B@ (i) å¯º (iv) å¼Õ]

ÇÚ¼åð A@. B@
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ÇéðÆÖä

1. ð¶ÖÅ l ç¶ éÅñ éÅñ Ü¶Õð p̂ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË å» ð¶ÖÅ l å¶ òËÕàð a


çÅ êÌÖ¶ê ˆ.a p


å¯º êÌÅêå

Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2. ÇÂ¼Õ òËÕàð a


çÅ çÈÜ¶ òËÕàð b


, å¶ ˆ,a b


Ü»
1

, ( )
| | | |

b
a a b

b b

 
   


 

 vFkok å¯º êÌÅêå

Ô¹¿çÅ ÔËÍ

3-Ü¶Õð  = 0, å» AB


êÌÖ¶ê çÅ òËÕàð Ö¹ç AB


Ô¯ò¶×Å Áå¶ Ü¶Õð  =  å» AB


çÅ

êÌ¶Öê òËÕàð BA


Ô¯ò¶×ÅÍ

4-Ü¶Õð =
2


 Ü»

3
=

2


 å» AB


êÌÖ¶ê òËÕàð çÅ ÜÆð¯ òËÕàð Ô¯ò¶×ÅÍ

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð ,  Áå¶ òËÕàð
1 2 3

ˆˆ ˆa a i a j a k  


ç¶ ÇçôÅ Õ¯ä Ôé å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé

ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

31 2
ˆ.

cos , cos , and cos
ˆ | | | | | || || |

aa aa i

a a aa i
      



  

ÇÂÔ òÆ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ | | cos , | |cos | |cosa a a  
  

¡Â∂ ´îòÅð : OX, OY Áå¶ OZ ç¶

éÅñ a


ç¶ êÌÖ¶ê Ôé ÇÂÃ ñÂÆ òËÕàð a
1
, a

2
Áå¶ a

3
´îòÅð x, y,, Áå¶ z è¹ð¶ ç¶ éÅñ a


òËÕàð

ç¶ êÌÖ¶ê ÔéÍ ÇÂÃ å¯ºº ÇÂñÅòÅ Ü¶Õð a


ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË å» ÇÂÃ ù ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé çÆ ÃÔÅÇÂåÅ

éÅñ

ˆˆ ˆcos cos cosa i j k     


ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÷ÅÔð ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä : AC. ç¯ òËÕàð a b


¡Â∂ ç¶ ÁÅÕÅð ´îòÅð A Áå¶ B ÔË Áå¶ 1a b 


, ÇÂÔé» òËÕàð»

ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ 1, | | 1 | | 2a b a b   
  

¡Â∂ . ÃÅâ¶ Õ¯ñ

1 1. 1
cos cos

2 3| || |

a b

a b

    
      

  




À°çÅÔðä : AD. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆa i j k b i j k     


¡Â∂ ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ òËÕàð a b


¡Â∂ ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä  Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

cos =
| || |

a b

a b



 å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä a b


= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 1 1 1 1i j k i j k         

Ü»
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ÇÂÃ ñÂÆ, ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ cos =
1

3



ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Õ½ä  =
1 1

cos
3

  
 
 

ÔËÍ

À°çÅÔðä : AE. Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 3 5a i j k b i j k     


vkjS , å» çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð a b


Áå¶ a b


ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ ¦ì ÔéÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð êðÃêð ¦ì Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ôé» çÅ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ

ÜÆð¯ ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶ a b


= ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(5 3 ) ( 3 5 ) 6 2 8i j k i j k i j k       

Áå¶ a b


= ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(5 3 ) ( 3 5 ) 4 4 2i j k i j k i j k       

ÇÂÃ ñÂÆ ( ) ( )a b a b  
  

= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 8 ) (4 4 2 ) 24 8 16 0i j k i j k        

ÇÂÃ ñÂÆ a b a b 
  
vkjS êðÃêð òËÕàð ÔéÍ

À°çÅÔðä : AF. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3 2a i j k  


çÅ, òËÕàð ˆˆ ˆ2b i j k  


ç¶ êÌÖ¶ê êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : òËÕàð a


çÅ òËÕàð b


å¶ êÌÖ¶ê ÔËÍ

1
( )

| |
a b

b



 =
2 2 2

1 10 5
(2 .1 3 . 2 2 .1) 6

36(1) (2) (1)
   

 
ÔËÍ

À°çÅÔðé : AG. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð a b


vkjS ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ | | 2, | | 3a b 


Áå¶ 4a b 


å»

| |a b


êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ
2

a b


= ( ) ( )a b a b  
  

= .a a a b b a b b     
      

= 2 2| | 2( ) | |a a b b  
  

= 2 2(2) 2(4) (3) 

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b


= 5

À°çÅÔðä AH. Ü¶Õð a


ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Áå¶ ( ) ( ) 8x a x a   
   

, å» | |x


êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ a


ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ | | 1a 


. ÇÂÔ òÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ

( ) ( )x a x a  
   

= 8

Ü» x x x a a x a a      
        = 8

Ü» 2| | 1x 


= 28 | | 9x 


vFkkZr~

ÇÂÃ ñÂÆ | |x


= 3(ÇÕÀ°ºÇÕ òËÕàð çÅ îÅê Á³Õ Ôî¶ôÅ Á-ÇðäÅåîÕ Ô¹¿çÅ ÔË)

Áå¶

Áå¶

Ü»

Áå¶
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À°çÅÔðä AI. ç¯ òËÕàð a b


¡Â∂ , ç¶ ñÂÆ Ôî¶ôÅ | | | | | |a b a b 
  

(Cauchy-Schwartz

ÁÃîÅéåÅ)A

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÁÃîÅéåÅ ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú Ãêôà ÔË Ü¶Õð 0 0 
 

a b‹ª . ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÃ

ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ | | 0 | | | |a b a b  
  

. ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÕñêéÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ

| | 0 | |a b 


Ô» ÁÃÆº

| |

| || |

a b

a b



 = | cos | 1  ÇîñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b


 | | | |a b


À°çÅÔðä B@. ç¯ òËÕàð»


a b¡Â∂ ç¶ ñÂÆ Ôî¶ôÅ | | | | | |a b a b  
  

(Çåzí¹Ü ÁÃîÅéåÅ)

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÁÃîÅéåÅ, ç¯é» ÃÇæåÆÁ» 0 0 


a b‹ª Çò¼Ú ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú Ãêôà ÔË

(ÇÕÀ°ºÇÕ ?)A ÇÂÃ ñÂÆ î³é ñÀ° ÇÕ | | 0 | |a b 


å»

2| |a b


= 2( ) ( ) ( )a b a b a b    
    

= a a a b b a b b      
      

= 2 2| | 2 | |a a b b  
  

(ÃÕËñð ×¹äéëñ ´î-òà»çðÅ ÔËÍ)

 2 2| | 2 | | | |a a b b  
  

(ÇÕÀ°ºÇÕ | |x x x  R )

 2 2| | 2 | || | | |a a b b 
  

(À°çÅÔðé AI å¯º )

= 2(| | | |)a b


ÇÂÃ ñÂÆ : | | | | | |a b a b  
  

Çà¼êäÆ Ü¶Õð Çåzí¹Ü ÁÃîÅéåÅ Çò¼Ú ÃîÅéåÅ ð¼ÖÆ Ô¹¿çÆ ÔËs(À°êð¯Õå À°çÅÔðé B@

Çò¼Ú)ÇÂÃ ñÂÆ

| |a b


= | | | |a b


, å»

| AC |


= | AB | | BC |
 

Çì³çÈ A, B Áå¶ C Ãîð¶ÖÆ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA( 2 3 5 ), B( 2 3 )i j k i j k     Áå¶ ˆˆC(7 )i k Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

ÇÚ¼åð A@. BA
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AB


= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(1 2) (2 3) (3 5) 3 2i j k i j k       

BC


= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 1) (0 2) ( 1 3) 6 2 4i j k i j k        

AC


= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 2) (0 3) ( 1 5) 9 3 6i j k i j k        

| AB |


= 14, BC 2 14 | AC | 3 14 
 

vkSj

ÇÂÃ ñÂÆ AC


= | AB | | BC |
 

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ A, B Áå¶ C Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ

Çà¼êäÆ À°çÅÔðé BA Çò¼Ú ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ AB BC CA 0  
   

êð Çëð òÆ Çì³çÈ A,

B Áå¶ C Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð» çÅ ÇéðîÅä éÔÆº Õðç¶ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A@.C

1. ç¯ òËÕàð» a b


¡Â∂ ç¶ ÁÅÕÅð ´îòÅð 3 2¡Â∂ ÔË Áå¶ 6a b 


ÔË å» a b


rFkkç¶

Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

2. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 3 2i j k i j k   ¡Â∂ ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

3. òËÕàð ˆ ˆi j å¶ òËÕàð ˆ ˆi j çÅ êÌ¶Öä êåÅ Õð¯Í

4. òËÕàð ˆˆ ˆ3 7i j k  çÅ, òËÕàð ˆˆ ˆ7 8i j k  å¶ êÌ¶Öä êåÅ Õð¯Í

5. çðÃÅÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇéîéÇñÖå Çå¿é òËÕàð» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ îÅåzÕ òËÕàð ÔË :

1 1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ), (3 6 2 ), (6 2 3 )
7 7 7

i j k i j k i j k     

ÇÂÔ òÆ çðÃÅÀ° ÇÕ ÇÂÔ òËÕàð ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ¦ì ÔéÍ

6. Ü¶Õð ( ) ( ) 8 | | 8 | |a b a b a b    
    

¡Â∂ Ô¯ò¶ å» | |a


Áå¶ | |b


êåÅ Õð¯Í

7. (3 5 ) (2 7 )a b a b  
  

çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

8. ç¯ òËÕàð a b


vkjS çÅ ÁÅÕÅð êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ÇÂÔé» çÅ ÁÅÕÅð ÃîÅé ÔË Áå¶ ÇÂÔé» ç¶

ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä 60° ÔË Áå¶ ÇÂÔé» çÆ ÃÕËñð ×¹äéëñ
1

2
ÔËÍ

9. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îÅåzÕ òËÕàð a


, ç¶ ñÂÆ ( ) ( ) 12x a x a   
   

ÔË å» | |x


êåÅ Õð¯Í

10. Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 , 2 3a i j k b i j k c i j        
 

vkjS ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ a b 


,

c


å¶ ¦ì ÔË, å»  çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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11. çðÃÅÀ° ÇÕ ç¯ ×Ëð ÇÃøð òËÕàð a b


vkjS ç¶ ñÂÆ | | | |a b b a
  

, | | | |a b b a
  

å¶ ¦ì ÔËÍ

12. Ü¶Õð 0 0a a a b   
  

vkjS , å» òËÕàð b


ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÇÕ ÇéôÕðô (éåÆÜÅ) Õ¼ÇãÁÅ
ÜÅ ÃÕçÅ ÔË?

13. Ü¶Õð , ,a b c
 

îÅåzÕ òËÕàð ÇÂÃ åð·» 0a b c  
  

å» a b b c c a    
    

çÆ ÕÆîå

êåÅ Õð¯Í

14. Ü¶Õð 0 0, 0a b a b   
   

vFkok rc êð ÇÂÃ çÅ À°ñà Ã¼Ú Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂ¼Õ

À°çÅÔðä ç¹ÁÅðÅ ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í

15. Ü¶Õð ÇÕÃ¶ Çåzí¹Ü ABC çÅ ÇÃÖð, A, B, C ´îòÅð : (1, 2, 3), (–1, 0, 0), (0, 1, 2) ÔË å»

ABC êåÅ Õð¯Í [ABC, ÇÃÖð BA


Áå¶ BC


ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔËÍ]

16. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A(1, 2, 7), B(2, 6, 3) Áå¶ C(3, 10, –1) Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ

17. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 , 3 5 3 4 4i j k i j k i j k     vkSj ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü ç¶
ÇÃÖð» çÆ ðÚéÅ Õðç¶ Ô»Í

18. Ü¶Õð ×Ëð ÇÃëð òËÕàð a


çÅ ÁÅÕÅð ‘a’ ÔË å»  ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃëð ÃÕ¶ñð ÔË å»  a


ÇÂ¼Õ
îÅåzÕ òËÕàð ÔË Ü¶Õð

(A)  = 1 (B)  = – 1 (C) a = | | (D) a = 1/| |

10.6.3 ç¯ òËÕàð» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ [Vector (or cross) product of two vectors]

íÅ× A@.B Çò¼Ú ÁÃÆº åzË ÇòîÅÂÆ Ã¼Ü¶ Ô¼æ ÁÅÇÂåÅÕÅð åÅñî¶ñ ÇÃÃàî (êÌäÅñÆ) çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆÍ

ÇÂÃ êÌäÅñÆ Çò¼Ú èéÅåîÕ x í¹Ü ù Ö¼ì¶ ×¶ó(ØóÆ ç¶ À¹ñà ÇçôÅ Çò¼Ú)Ø¹îÅ Õ¶ èéÅåîÕ y-í¹Ü

å¶ ÇñÁÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË å» èéÅåîÕ z-í¹Ü çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¼Ü¶ Ô¼æ(ÇîÁÅðÆ)ê¶ºÚ Á¼×¶ ò¼ñ Ô¯

Ü»çÆ ÔË [ÇÚ¼åð A@.BB (i)]A
ÇÂ¼Õ Ã¼Ü¶ Ô¼æ åÅñî¶ñ êÌäÅñÆ Çò¼Ú Üç¯º Ã¼Ü¶ Ô¼æ çÆÁ» À°º×ñÆÁ» ù èéÅåîÕ x- í¹Ü çÆ ÇçôÅ

å¯º çÈð èéÅåîÕ y-í¹Ü ç¶ ò¼ñ Ø¹îÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Á³×ÈáÅ èéÅåîÕ z-í¹ÜÅ ç¶ ò¼ñ ÇÂôÅðÅ ÕðçÅ

ÔËÍ [ÇÚ¼åð 10-22 (ii)] ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@. BB

Áå¶

Ü» Ü»

Áå¶

Áå¶
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êÇðíÅôÅ C. ç¯ ×Ëð ÇÃøð òËÕàð


a b¡Â∂ , çÅ òËÕàð ×¹äéëñ

a b


å¯º çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ a b


= ˆ| || | sina b n


ç¶ ðÈê Çò¼Ú

êÌíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ 


a b¡Â∂ ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä ÔË Áå¶

0     ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ n̂ ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¯ ÇÕ òËÕàð


a b¡Â∂

,ç¯é» å¶ ¦ì ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ˆ,


a b n¡Â∂ ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù ÇéðÇîå

Õðç¶ Ôé (ÇÚ¼åð A@.BC)ÇÂÃ ñÂÆ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù


a bÂØ∫ ç¶ ò¼ñ

Ø¹¿îÅÀ°ä å¶ ÇÂÔ n̂ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú Ú¼ñçÆ ÔËÍ

Ü¶Õð 0 0a b 
 

¡Â∂ , å»  êÌíÅÇôå éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº 0a b 
 

êÌíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

êÌ¶Öä :

1. a b


ÇÂ¼Õ òËÕàð ÔËÍ

2. î³é ñÀ° a b


¡Â∂ ç¯ ×Ëð ÇÃëð Ôé å» 0a b 
 

Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð a b


¡Â∂ ÇÂ¼Õ

çÈÜ¶ ç¶ Ãî»åð(Ü» Ãîð¶ÖÆ)ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

a b


= 0 a b
 


ÖÅÃ å½ð å¶ 0a a 
 

Áå¶ ( ) 0a a  
 

, ÇÕÀ°ºÇÕ êÇÔñÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú  = 0 Áå¶

çÈÜÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú , ÇÜÃ Çò¼Ú ç¯é¯º ÔÆ ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú sin  çÆ ÕÆîå ÇÃøð Ô¯
Ü»çÆ ÔËÍ

3. Ü¶Õð
2


  å» | || |a b a b 

  

4. ÇéðÆÖä(êÌ¶Öä)B Áå¶ C ç¶ ÞñÕ Çò¼Ú ÁÅêÃÆ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð»

ˆˆ ˆ,i j kvkSj ç¶ ñÂÆ (ÇÚ¼åð A@.BD), ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

ˆ ˆi i = ˆ ˆˆ ˆ 0j j k k   


ˆ ˆi j = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,k j k i k i j   

5. òËÕàð ×¹äéëñ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ç¯ òËÕàð» a b


¡Â∂ ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ

Õ¯ä ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

sin =
| |

| || |

a b

a b





6. ÇÂÔ Ôî¶ôÅ Ã¼Ú ÔË ÇÕ òËÕàð» çÅ ×¹äéëñ ´î òà»çðÅ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ a b


=

b a 
 

ÁÃñ Çò¼Ú ˆ| || | sina b a b n  
  

, ÇÜ¼æ¶ ˆ,a b n

¡Â∂ ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ çÅ

ÇéðîÅä Õðç¶ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ  , a b


ÂØ∫ ò¼ñ ¦Ø¶ Ô¹¿ç¶ ÔËÍ ÇÚ¼åð A@.BE(i)Üç¯º ÇÕ

ÇÚ¼åð A@.BC

ÇÚ¼åð A@. BD
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1̂| || | sinb a a b n  
  

, ÇÜ¼æ¶
1̂,b a n

 
¡Â∂ ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù ÇéðÇîå Õðç¶ Ôé,

ÇÂÃ ñÂÆ b a
 
ls å¯º ç¶ ò¼ñ Ú¼ÕðÆ ´îÔ¹¿çÅ ÔË ÇÚ¼åð10-25(ii)A

ÇÂÃ ñÂÆ Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂÔ î³é ñËºç¶ Ô» ÇÕ a b


¡Â∂ ç¯é¯º ÇÂ¼Õ ÔÆ ÕÅ×÷ ç¶ åñ Çò¼Ú Ôé å»

vkòQfr10-25

¦ì Ô¯ä×¶ 1ˆ ˆn nvkjS ÕÅ×÷ å¯º À°µêð çÆ ÇçôÅ ò¼ñ Ô¯ò¶×Å Áå¶ 1̂n ÕÅ×÷ ç¶ æ¼ñ¶ ò¼ñ (ÇçôÅ

Çò¼Ú) Ô¯ò¶×Å ÇÂÃ ñÂÆ 1̂ ˆn n 

ÇÂÃ åð·» a b


= ˆ| || | sina b n


= 1̂| || | sina b n 


b a  
 

7. ÇéðÆÖä (êÌ¶Öä) D Áå¶ F ç¶ ÞñÕ Çò¼Ú

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,j i k k j i i k j         gASvkjS

8. Ü¶Õð a b


vkjS Çåzí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé å» Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ

1
| |

2
a b


ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çåzí¹Ü ç¶ Ö¶åðëñ çÆ êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÇÚ¼åð

A@.BF å¯º êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ Çåzí¹Ü ABC çÅ Ö¶åðëñ =

1
AB CD

2
 . êð¿å± AB | |b


(Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË) Áå¶

CD = | |a


sin

ÇÂÃ ñÂÆ : Çåzí¹Ü ABC çÅ Ö¶åðëñ =
1

| || | sin
2

b a 
  1

| |
2

a b 


9. Ü¶Õð a b


¡Â∂ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË å» Ãî»åð Úå°ðí¹Ü

çÅ Ö¶åðëñ | |a b


ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð10-27ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD çÅ Ö¶åðëñ =AB. DE.

ÇÚ¼åð A@.BF

Áå¶ ÔËÍ

Áå¶

ÇÚ¼åð A@. BE

å¯º

Áå¶
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êð AB | |b


(Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË), Áå¶

DE | | sina 


ÇÂÃ ñÂÆ

ÇÂÃ ñÂÆ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD çÅ

Ö¶åðëñ = | || | sinb a 
 

| |a b 


ÁÃÆº Ô¹ä òËÕàð ×¹äéëñ ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé

Çòô¶ôåÅò» ù ç¼Ã»×¶Í

Çòô¶ôåÅ C. òËÕàð ×¹äéëñ çÅ Ü¯óëñ å¶ ò¿âÕÅðÆ Çéïî (Distributivity of vector

product over addition) Ü¶Õð ,a b c
 
vkSj Çå¿é òËÕàð ÔË Áå¶  ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË å»

(i) ( )a b c 
 

= a b a c  
  

(ii) ( )a b 


= ( ) ( )a b a b    
  

î³é ñÀ° ç¯ òËÕàð a b


vkjS ØàÕ ðÈê Çò¼Ú ´îòÅð : 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k  Áå¶

1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k 

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË å» ÇÂÔé» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ a b
 = 1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k

a a a

b b b

ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇòÁÅÇÖÁÅ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»

a b


= 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k    

= 1 1 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i      

+ 2 2 2 3
ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )a b j j a b j k  

+
3 1 3 2 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b k i a b k j a b k k     ( Çòô¶ôåÅ A å¯º)

=
1 2 1 3 2 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i j a b k i a b i j    

+
2 3 3 1 3 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b j k a b k i a b j k    

ÇÚ¼åð A@.BG

Áå¶

Áå¶
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 0 , )i i j j k k i k k i j i i j k j j k                 D;kfsad vkjS vkSj

= 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆa b k a b j a b k a b i a b j a b i    

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , )i j k j k i k i j     D;kasfd vkSj

= 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k    

= 1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k

a a a

b b b

À°çÅÔðä BB. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 3 5 2 , | |a i j k b i j k a b      
  

vkSj rks êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

a b


=

ˆˆ ˆ

2 1 3

3 5 2

i j k



= ˆˆ ˆ( 2 15) ( 4 9) (10 – 3)i j k      ˆˆ ˆ17 13 7i j k   

ÇÂÃ ñÂÆ a b


= 2 2 2( 17) (13) (7) 507   

À°çÅÔðä BC. òËÕàð ( )a b


Áå¶ ( )a b


Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2 3a i j k b i j k     


ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 3 4 2a b i j k a b j k       
  

¡Â∂

ÇÂ¼Õ òËÕàð, Ü¯ a b a b 
  
¡Â∂ ç¯é» å¶ ¦ì ÔË, ÇéîéÇñÖå ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔË :

( ) ( )a b a b  
  

=

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ2 3 4 2 4 2 ( , )

0 1 2

i j k

i j k c   

 


ekuyhft,

Ô¹ä | |c


= 4 16 4 24 2 6   

ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

| |

c

c



 =
1 2 1 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k


  ÔËÍ

î³é ñÀ°

ÇÕÀ°ºÇÕ

ÇÕÀ°ºÇÕ

Áå¶ Áå¶

Áå¶

Áå¶ å»
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Çà¼êäÆ ÇÕÃ¶ åñ å¶ ç¯ ÁÇí¦ì ÇçôÅòÅ Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ a b a b 
  
vkjS å¶

çÈÜÅ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð
1 2 1 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k  Ô̄ò¶×ÅÍêð¿å± ÇÂÔ ( ) ( )a b a b  
  

çÅÇÂ¼Õ

Áé°Õ±ñ éåÆÜÅÔËÍ

À°çÅÔðä BD. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ A(1, 1, 1), B(1, 2, 3) Áå¶

C(2, 3, 1) ÔËÍ

Ô¼ñ: ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ ˆˆ ˆ ˆAB 2 AC 2j k i j   
 

¡Â∂ . Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ

1
| AB AC |

2


 
ÔËÍ

Ô¹ä AB AC
 

=

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ0 1 2 4 2

1 2 0

i j k

i j k   

ÇÂÃ ñÂÆ | AB AC |
 

= 16 4 1 21  

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ
1

21
2

ÔËÍ

À°çÅÔðä BE. À°Ã Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò»

ˆˆ ˆ3 4a i j k  


Áå¶ ˆˆ ˆb i j k  


ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÕÃ¶ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» a b


vkjS ÔËÍ À°Ã çÅ Ö¶åðëñ | |a b


ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä a b


=

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ3 1 4 5 4

1 1 1

i j k

i j k  



ÇÂÃ ñÂÆ | |a b


= 25 1 16 42  

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ 42 ÔËÍ

Áå¶

Áå¶
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ÁÇíÁÅÃ 10-4

1. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ7 7 3 2 2 | |a i j k b i j k a b      
  

;fn vkSj rks êåÅ Õð¯Í

2. òËÕàð a b a b 
  
vkjS çÆ ¦ì ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆòËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ ˆˆ ˆ3 2 2a i j k  



Áå¶ ˆˆ ˆ2 2b i j k  


ÔËÍ

3. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð a


, ˆˆ ˆ,
3 4

i j k
 

oQslkFk osQlkFkvkSj ç¶ éÅñ ÇÂ¼Õ ÇéÀ±é Õ¯ä

ìäçÅ ÔË ÇÕ  çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ a


çÅ ØàÕ òÆ êåÅ Õð¯Í

4. çðÃÅÀ° ÇÕ ( ) ( )a b a b  
  

= 2( )a b


5.  Áå¶  êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 6 27 ) ( ) 0i j k i j k       


6. Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0a b 


Áå¶ 0a b 
 

. òËÕàð a b


vkjS ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú å°ÃÆº ÕÆ
éåÆÜÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô¯?

7. î³é ñÀ° òËÕàð , ,a b c
 

´îòÅð 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,a i a j a k b i b j b k    1 2 3

ˆˆ ˆc i c j c k  ç¶

ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË, Ô¹ä çðÃÅÀ° ÇÕ ( )a b c a b a c     
     

8. Ü¶Õð 0 0a b 
 

vFkok å» 0a b 
 

Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÕÆ À°ñà ÃÔÆ ÔË? À°çÅÔðä ÃÇÔå

ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í

9. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð A(1, 1, 2), B(2, 3, 5) Áå¶ C(1, 5, 5) ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ç¶ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» òËÕàð

ˆˆ ˆ 3a i j k  


Áå¶ ˆˆ ˆ2 7b i j k  


ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå ÔéÍ

11. î³é ñÀ° ÇÕ òËÕàð a b


vkjS ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ
2

| | 3 | |
3

a b 


vkjS , å» a b


ÇÂ¼Õ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¶Õð a b


vkjS ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔË :

(A) /6 (B) /4 (C) /3 (D) /2

12. ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂå ç¶ ÇÃÖð A, B, C Áå¶ D ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð :

1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ– 4 , 4
2 2

i j k i j k    ,
1 ˆˆ ˆ 4
2

i j k  Áå¶
1 ˆˆ ˆ– 4
2

i j k  , ÔË çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A)
1

2
(B) 1

(C) 2 (D) 4

Áå¶

ç¶ éÅñ

Áå¶

Ü¶Õð å»Áå¶

ç¶ éÅñ

Áå¶

Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶



òËÕàð ìÆÜ ×Çäå 381

ë¹àÕñ À°çÅÔðä»

À°çÅÔðä» BF. XY-åñ ç¶ ÃÅð¶ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÇñÖ¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ r x i y j
 

 


, XY--åñ çÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ(ÇÚ¼åð A@. BH)AÔ¹ä ÇÚ¼åð

ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ x = cos  Áå¶ y = sin  (ÇÕÀ°ºÇÕ | r

| = 1). ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº

òËÕàð r


ù
 OPr 


= ˆ ˆcos sini j   ... (1)
ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»

ÃÅë å½ð å¶ | |r


= 2 2cos sin 1   

ÇÜò¶º&ÇÜò¶º  0 å¯º 2, å¼Õ åìçÆñ Ô¹¿çÅ ÔË Çì³çÈ P (ÇÚ¼åð A@. BH) ØóÆ çÆ ÇçôÅ ò¼ñ Çò¼Ú

vkòQfr10-28

Ú¼Õð x2 + y2 = 1 çÆ ìäÅòà ÕðçÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÃÅðÆÁ» Ã¿íÅÇòå ÇçôÅò» ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ(1)
å¯º XY-åñ Çò¼Ú Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BG. Ü¶Õð Çì³çÈ A, B, C Áå¶ D, ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ˆˆ ˆ ,i j k  ˆ ˆ2 5i j ,

ˆˆ ˆ3 2 3i j k  Áå¶ ˆˆ ˆ6i j k  ÔË, å¯º Ãðñ ð¶ÖÅò» AB Áå¶ CD ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í ÇÃ¼àÅ

Õ¼ã¯ ÇÕ AB Áå¶ CD Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð , AB Áå¶ CD, ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä ÔËÍ å» AB CD
 
¡Â∂ ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ

òÆ Õ¯ä ÔËÍ

Ô¹ä AB


= B çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð – A çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 5 ) ( ) 4i j i j k i j k      

ÇÂÃ ñÂÆ | AB |


= 2 2 2(1) (4) ( 1) 3 2   

ÇÚ¼åð A@. BH
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ÇÂÃ ñÂÆ CD


= ˆˆ ˆ2 8 2 |CD | 6 2i j k   


vkSj

ÇÂÃ åð·» cos =
AB . CD

|AB||CD|

 

 

=
1( 2) 4( 8) ( 1)(2) 36

1
36(3 2)(6 2)

     
  

ÇÕÀ°ºÇÕ 0 , ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ  = . ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ AB Áå¶ CD ÇÂ¼Õ

çÈÜ¶ ç¶ Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

ÇòÕñê :
1

AB CD
2


 

]ÇÂÃ å¯º ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ AB
 vkSjCD


Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÔËÍ

À°çÅÔðä BH. î³é ñÀ° ,a b c
 
vkSj Çå¿é òËÕàð ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé ÇÕ | | 3, | | 4, | | 5a b c  

 

Áå¶ ÇÂÃ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ, Ô¯ð ç¯ òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ å¶ ÁÇí¦ì ÔË å» | |a b c 
 

êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ ( )a b c 
 

= 0, ( ) 0, ( ) 0b c a c a b     
    

Ô¹ä
2| |a b c 

 
= ( ) ( )a b c a b c    

    

= ( ) ( )a a a b c b b b a c        
        

+ .( ) .c a b c c 
   

= 2 2 2| | | | | |a b c 
 

= 9 + 16 + 25 = 50

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b c 
 

= 50 5 2

À°çÅÔðä BI. Çå¿é òËÕàð ,a b c
 
vkSj ôðå 0a b c  

  
ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ Ü¶Õð

| | 3, | | 4 | | 2         
       

a b c a b b c c avkSj rksjkf'k çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 0a b c  
  

, ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

 a a b c  
  

= 0

Ü» a a a b a c    
    

= 0

ÇÂÃ ñÂÆ a b a c  
  

=
2

9  

a ... (1)

ç¹ìÅðÅ  b a b c  
  

= 0

Ü» a b b c  
  

=
2

16b  


... (2)

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

å» ðÅôÆ
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ÇÂÃ åð·» a c b c  
  

= – 4 ... (3)
(1)](2)Áå¶ (3)Ü¯óé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 ( )a b b ac c    
   

= – 29

Ü» 2 = – 29, i.e.,  =
29

2



À°çÅÔðä C@. Ü¶Õð ÁÅêÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ˆˆ ˆ, ,i j kvkSj çÆ Ã¼Ü Ô¼æ êÌäÅñÆ

ç¶ ÔòÅñ¶ éÅñ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 , 2 – 3i j i j k     


, å» 

dks

1 2    
  

ç¶ ðÈê Çò¼Ú, êÌå¼Ö Õð¯ ÇÜ¼æ¶

1

]


ç¶ Ãî»åð ÔË Áå¶ 2


, 


ç¶ ¦ì ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ 1 ,   
 

ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
1

ˆ ˆ3 i j    


Ô¹ä
2 1   
  

= ˆˆ ˆ(2 3 ) (1 ) 3i j k     

ÇÕÀ°ºÇÕ 2


, 


å¶ ¦ì ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
2 0  


Ü» 3(2 3 ) (1 )     = 0

Ü»  =
1

2

ÇÂÃ ñÂÆ
1


=
3 1ˆ ˆ
2 2

i j Áå¶ 2

1 3 ˆˆ ˆ – 3
2 2

i j k  


ÁÇèÁÅÇÂ A@ Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. XY-åñ Çò¼Ú, x-í¹Ü çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú 30° çÅ Õ¯ä ìäÅÀ°ä òÅñÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

ÇñÖ¯Í

2. Çì³çÈ P(x
1
, y

1
, z

1
) Áå¶ Q(x

2
, y

2
, z

2
) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ òËÕàð ç¶ ÃÕËñð ØàÕ Áå¶ ÁÕÅð

êåÅ Õð¯Í

3. ÇÂ¼Õ ñóÕÆ ê¼ÛîÆ ÇçôÅ Çò¼Ú4km Ú¼ñçÆ ÔËÍ À°Ã å¯º ìÅÁç À°Ô À°µåð å¯º 30° ê¼Ûî çÆ ÇçôÅ

Çò¼Ú3km Ú¼ñçÆ ÔË Áå¶ ð¹Õ Ü»çÆ ÔËÍ êÌÃæÅé ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ å¯º ñóÕÆ çÅ ÇòÃæÅêé êåÅ

Õð¯Í

4. Ü¶Õð a b c 
 

, å» ÇÕ ÇÂÔ Ã¼Ú ÔË ÇÕ | | | | | |a b c 
 

? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í

5. x çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ñÂÆ ˆˆ ˆ( )x i j k  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ

6. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2a i j k b i j k     


vkSj ç¶ ÁÅÕÅð ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð

êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÁÅÕÅð E ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

Áå¶

ù

Áå¶



384 ×Çäå

7. Ü¶Õð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 3 2a i j k b i j k c i j k        
 

vkSj , å» òËÕàð 2 – 3a b c
 

ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

8. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A(1, – 2, – 8), B(5, 0, –2) Áå¶ C(11, 3, 7) Ãîð¶ÖÆ ÔË Áå¶ B ç¹ÁÅðÅ

AC ù ò¿âä òÅñÅ Áé°êÅå êåÅ Õð¯Í

9. ç¯ Çì³çÈÁ» P (2 ) Q( – 3 )a b a b
  
¡Â∂ ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù A:B ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú

ìÅÔðÆ ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í ÇÂÔ òÆ çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ P ð¶ÖÅÖ³â

RQ çÅ î¼è Çì³çÈ ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 5 2 3i j k i j k   ¡Â∂ ÔËÍ ÇÂÃ

ç¶ ÇòÕðä ç¶ Ãî»åð ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í ÇÂÃ çÅ Ö¶åðëñ òÆ êåÅ Õð¯Í

11. çðÃÅÀ° ÇÕ OX, OY Áå¶ OZ í¹ÜÅ ç¶ éÅñ ìðÅìð Þ¹Õ¶ Ô¯Â¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé

1 1 1
, ,

3 3 3
ÔËÍ

12. î³é ñÀ° ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 , 3 2 7 2 4a i j k b i j k c i j k        
 

¡Â∂ . ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ

òËÕàð d


êåÅ Õð¯ Ü¯ a b


¡Â∂ ç¯é» å¶ ¦ì ÔË Áå¶ 15c d 


13. òËÕàð ˆˆ ˆi j k  çÅ, òËÕàð» ˆˆ ˆ2 4 5i j k  Áå¶ ˆˆ ˆ2 3i j k   ç¶ ï¯×ëñ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú

ÇÂÕÅÂÆ ÇçôÅ ç¶ éÅñ ÃÕËñð ×¹äéëñ A ç¶ ìðÅìð ÔË å»  çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

14. Ü¶Õð , , ca b
 

ÃîÅé ÁÅÕÅð» òÅñ¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ ¦í Ôé å» çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð

a b c 
 

òËÕàð» ,a b c
 
¡Â∂ ç¶ éÅñ ìðÅìð Þ¹ÇÕÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

15. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 2 2( ) ( ) | | | |a b a b a b    
    

, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð ,a b


¦ì ÔË Áå¶ ÇÂÔ

Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0, 0a b 
 

AF å¯º AI å¼Õ êÌôé» ç¶ ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

16. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð» a b


¡Â∂ ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä  ÔË å» 0a b 


Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð :

(A) 0
2


   (B) 0

2


  

(C) 0 <  <  (D) 0    

17. î³é ñÀ° ÇÕ a b


¡Â∂ ç¯ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Áå¶ ÇÂÔé» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä  ÔË å» a b


ÇÂ¼Õ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¶Õð :

(A)
4


  (B)

3


  (C)

2


  (D)

2

3


 

18. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ.( ) .( ) .( )i j k j i k k i j     çÆ ÕÆîå ÔË?

(A) 0 (B) –1 (C) 1 (D) 3

Áå¶
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19. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð» a b


¡Â∂ ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä  ÔË å» | | | |a b a b  
  

Üç¯º  ìðÅìð ÔË :

(A) 0 (B)
4


(C)

2


(D) 

ÃÅð-Á³ô

 ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ ˆOP( )r xi yj zk   
 

ÔË Áå¶ ÁÅÕÅð

2 2 2x y z  ÔËÍ

 ÇÂ¼Õ òËÕàð ç¶ ÃÕ¶ñð ØàÕ ÇÂÃç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔË Áå¶ Áé°ÃÅðÆ í¹ÜÅ ç¶ éÅñ

ÇÂÃ ç¶ êÌÅÜËÕôé (òèÅ) ù ÇéðÈÇêå Õðç¶ Ô»Í

 ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð (r), ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c Áå¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé (l, m, n)

ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå ÔË :

, ,
a b c

l m n
r r r

  

 Çåzí¹Ü çÆÁ» Çå¿é¯º í¹ÜÅò» ù ´î Çò¼Ú ñËä å¶ ÇÂÔé» çÅ òËÕàð Ü¯ó 0


ÔËÍ

 ç¯ ÃÇÔ&î¹¼ãñ¶ òËÕàð» çÅ Ü¯ó ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ç¶ ÇòÕðäÅ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ÔËÍ

 ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹äÅ ÇÂÃ ç¶ ÁÅÕÅð ù | | ç¶ ×¹äÅÕ Çò¼Ú êÇðòðÇåå

Õð Çç³çÅ ÔË Áå¶  çÆ ÕÆîå èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ Ô¯ä Áé°ÃÅð ÇÂÃ çÆ ÇçôÅ ç¶

ìÅðìð Áå¶ À°ñà ð¼ÖçÅ ÔËÍ

 Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð a


ç¶ ñÂÆ òËÕàð ˆ
| |

a
a

a




 ]a


çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ ÇçôÅ ÔËÍ

 Çì³çÈ P Áå¶ Q ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð a b


vkjS ÔË, ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù m

: n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú ÇòíÅÇÜå Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð (i)
na mb

m n






Á³çðÈéÆ

ò¿â å¶ (ii)
mb na

m n





 
ìÅÔðÆ ò¿â å¶, ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

 ç¯ òËÕàð» a b


vkjS ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä  ÔË å» ÇÂÔé» çÅ ÃÕËñð ×¹äéëñ

| || | cosa b a b  
  

ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð a b


Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË å» òËÕàð»

Áå¶

Áå¶
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a b


vkjS ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä ‘’, cos =
| || |

a b

a b



 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

 Ü¶Õð ç¯ òËÕàð» a b


¡Â∂ ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä  ÔË å» À°Ôé» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ

a b


= ˆ| || | sina b n


ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ n̂ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

ÔË Ü¯ a b


vkjS ð¼Öä òÅñ¶ åñ ç¶ ¦ì ÔË Áå¶ ˆ,a b n

vkSjÃ¼ÜÅ Ô¼æ ÃîÕ¯ä åÅñî¶ñ êÌäÅñÆ

ù ÇéðÇîå Õðç¶ ÔéÍ

 Ü¶Õð 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k  


Áå¶ 1 2 3

ˆˆ ˆb b i b j b k  


Áå¶  ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË å»

a b


= 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k    

a


= 1 2 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a k    

.a b


= 1 1 2 2 3 3a b a b a b 

Áå¶ a b


= 1 1 1

2 2 2

ˆˆ ˆi j k

a b c

a b c

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ Çà¼êäÆ

òËÕàð ôìç çÆ êÌÅêåÆ ñËÇàé íÅôÅ ç¶ ÇÂ¼Õ ôìç òËÕàÃ (vectus)å¯º Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÜÃ

çÅ Áðæ ÔË ÒÒñË ñÂÆÓÓÍ ÁÅè¹ÇéÕ òËÕàð ÇÃè»å ç¶ êËçÅÇÂôÆ ÇòÚÅð çÆ ÇîåÆ Ã¿é AH@@ ç¶

ÁÅÃ êÅÃ î³éÆ Ü»çÆ ÔË, Üç¯º Caspar Wessel (1745&1818ÂÆ.)Áå¶ Jean Robert

Argand (1768-1822 ÂÆ.) é¶ ÇÂÃ ×¼ñ çÅ òðéä ÕÆåÅ ÔË ÇÕ í¹Ü-åñ (Çéðç¶ô-åñ) Çò¼Ú

ÇÕÃÆ ñÅÇÂé Ö³â çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇÂ¼Õ ÇîôÇðå Ã¿ÇÖÁÅ a + ib çÅ Üéî Ü» ÇòÁÅÇÖÁÅ ÇÕÃ

åð·» ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂÇðô ×ÇäåÕÅð William Rowen Hamilton (1805-1865

ÂÆ.) é¶ ÁÅêäÆ ÇÕåÅì "Lectures on Quaternions" (1853 ÂÆ.-) Çò¼Ú ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ñÂÆ

òËÕàð ôìç çÅ êÌï¯× Ãí å¯º êÇÔñ» ÕÆåÅ ÃÆÍ (quaternians) [Õ°Þ ÇéôÇÚå ìÆÜÕ Çéïî» çÅ

êÅñä Õðç¶ Ô¯Â¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , ,a b i c j d k i j k   ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÚÅð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ

ÃîÈÔ] çÆ ÔËÇîñàé ÇòèÆ òËÕàð» ù Çåz-ÇòîÅÂÆ ìÌÇÔî³â Çò¼Ú ×¹äÅ Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ

ÇÂ¼Õ Ô¼ñ ÔËÍ íÅò¶º ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ÇÂÃ çÅ Ç÷Õð ÷ðÈð Õð»×¶ ÇÕ òËÕàð ç¶ Ã¿Õñê Áå¶ À°Ôé» ç¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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Ü¯óëñ çÅ ÇòÚÅð ìÔ¹å-Ççé» å¯º Plato (384-322 ÂÆÃòÆ êÈðò)ç¶ ÇÂ¼Õ Áé°ÜÅÂÆ Áå¶

ï±éÅéÆ çÅðôÇéÕ Áå¶ ÇòÇ×ÁÅéÕ Aristotle (427-348 ÂÆÃòÆ êÈðò) ç¶ ÕÅñ Çò¼Ú¯º ÔËÍ À°Ã

Ãî¶º ÇÂÃ ÜÅäÕÅðÆ çÆ ÕñêéÅ ÃÆ ÇÕ ç¯ Ü» ÁÇèÕ ìñ» çÆ Ã¿ï°Õå ÇÕÇðÁÅ À°Ôé» ç¶ Ãî»åð

Úå°ðí¹Ü ç¶ Çéïî Áé°êÅå Ü¯ó ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ ìñ» çÅ Ã¿ï¯Üé ç¶ ÃÔÆ

Çéïî ÇÕ ìñ» çÅ Ü¯ó òËÕàð ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, çÆ Ö¯Ü Sterin Simon (1548-

1620 ÂÆÃòÆ) ç¹ÁÅðÅ ¦ì» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ Ã¿é AEHF Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ÁÅêä¶

ñ¶Ö ÇÕåÅì "DeBeghinselen der Weeghconst"(òÜé Õðé çÆ ÕñÅ çÅ ÇÃè»å)Çò¼Ú

ìñ» ç¶ Ü¯¯óëñ çÆ ÇÜÀ±îËàðÆ ÇÃè»å çÅ Çòôñ¶Ãä ÕÆåÅ ÃÆ, ÇÜé·» ç¶ ÕÅðé ï¿åÇðÕ ç¶

ÇòÕÅÃ çÅ ÇÂ¼Õ î¹¼Ö êÇðòðåé Ô¯ÇÂÁÅÍ êð ÇÂÃ å¯º ìÅÁç òÆ òËÕàð» çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ç¶

ÇéðîÅä Çò¼Ú B@@ ÃÅñ ñ¼× ×Â¶Í

Ã¿é AHH@ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁîðÆÕÆ í½ÇåÕ ôÅÃåðÆ Áå¶ ÇÔÃÅìçÅé Josaih Willard Gibbs

(1839-1903 ÂÆÃòÆ) Áå¶ ÇÂ¼Õ Á³×ð¶÷ ÇÂ³ÜÆéÆÁð Oliver Heaviside (1850-1925 ÂÆÃòÆ)

é¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ ç¶ òÅÃåÇòÕ (ÃÕËñð) ù ÕÅñêÇéÕ (òËÕàð) íÅ× å¯º Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ òËÕàð

Çòôñ¶Ãä çÅ ÇìÀ±ðÅ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ Ã¿é AHHA Áå¶ AHHD Çò¼Ú Gibbs é¶ "Entitled

Element of Vector Analysis" éÅîÕ ÇÂ¼Õ ñ¶Ö ÇÕåÅì ÛêÅÂÆÍ ÇÂÃ ê¹ÃåÕ Çò¼Ú òËÕàðÅ

çÅ ÇÂ¼Õ ´îì¼è Áå¶ Ã¿Ö¶ê Çòòðé Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ Ü¶Õð òËÕàð» ç¶ À°êï¯× çÅ ÇéðÈêä

Õðé çÆ ÇÕðåÆ D. Heaviside Áå¶ P.G. Tait (1831-1901 ÂÆÃòÆ) ù êÌÅêå ÔË ÇÜé·» é¶

ÇÂÃ Çòô¶ ç¶ ñÂÆ ÃìÈå (êÌçðôé) çÅ ï¯×çÅé Çç¼åÅ ÔËÍ

——
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The moving power of mathematical invention is not

reasoning but imagination. – A.DEMORGAN 

11.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)

Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú, ÇòÃñ¶ôäÅåîÕ ÇÜîÅÇÂåÆ çÅ ÁÇèÁËé Õðç¶

Ãî¶º ç¯-ÇòîÅÂÆ Áå¶ Çå¿é ÇòîÅÂÆ ÇòÇôÁ» çÆ ÜÅä êÛÅä Çò¼Ú ÁÃÆº

ÁÅêä¶ ÁÅê ù Õ¶òñ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÇòèÆ å¼Õ ÃÆÇîå ð¼ÇÖÁÅÍ ÇÂÃ

ê¹ÃåÕ ç¶ ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº òËµÕàð÷ çÆ îÈñ Ã¿ÕñêéÅò»

çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº òËÕàð÷ ç¶ ìÆÜ ×Çäå çÅ Çå¿é

ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ Çò¼Ú À°êï¯× Õð»×¶Í Çå¿é ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ Çò¼Ú

ÇÂÃ À°ê×îé (approach) çÅ À°ç¶ô ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÇÂÃ ç¶ ÁÇèÁËé ù

ìÔ¹å Ãðñ Áå¶ ð¹ÚÆêÈðé ìäÅ Çç³çÅ ÔËÍ *

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶

ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶ Áå¶ ÇòÇí¿é

ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú Á³åÇðÖ (space) Çò¼Ú ð¶ÖÅò», ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð

Õ½ä, ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ ç¶ Çòô¶ Çò¼Ú òÆ

ÇòÚÅð òà»çðÅ Õð»×¶Í À°êð¯Õå éåÆÇÜÁ» Çò¼Ú òè¶ð¶ éåÆÇÜÁ» ù òËÕàð» (Vecters) ç¶ ðÈê Çò¼Ú

êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í Çëð òÆ ÁÃÆº ÇÂÃ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú òÆ Áé°òÅç Õð»×¶ å» Ü¯ ÃÇæåÆ çÅ Ãêôà

ÇÜîÅÇÂåÆ Áå¶ Çòôñ¶ôäÅåîÕ ÇÚ¼åðä êÌÃå°å ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕ¶Í

11.2 ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå (Direction Cosines and Direction
Ratios of a Line)

ÁÇèÁÅÇÂ A@ Çò¼Ú ïÅç Õð¯ ÇÕ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ×¹²÷ðé òÅñÆ òËÕàð ð¶ÖÅ L ç¹ÁÅðÅ x, y Áå¶

z-è¹ð¶ ç¶ éÅñ ´îòÅð ] Áå¶  ìäÅÂ¶ ×Â¶ Õ¯ä ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ÁÖòÅÀ°ºç¶ Ôé å» ÇÂÔé» Õ¯ä»

ÁÇèÁÅÇÂ

Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ
(Three Dimensional Geometry)

11

* For various activities in three dimensional geometry, one may refer to the Book
“A Hand Book for designing Mathematics Laboratory in Schools”, NCERT, 2005

Leonhard Euler
(1707-1783)

388
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ç¶ Õ¯ÃÅÂÆé çÅ éÅî : cos, cos Áå¶ cosð¶ÖÅ L ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé (direction cosines or

dc's)ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

ÇÚ¼åð AA. A

Ü¶Õð ÁÃÆº L çÆ ÇçôÅ ÇòêðÆå Õð Çç³ç¶ Ô» å» ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ÁÅêä¶ Ã¿êÈðÕ» ÁðæÅå -,

-Áå¶ -Çò¼Ú ìçñ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð, ÇçôÅ Õ¯¯ÃÅÂÆé ç¶ ÇÚ¿é· ìçñ Ü»ç¶ ÔéÍ

ÇèÁÅé Ççú, Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ù ç¯ ÇòêðÆå ÇçôÅò» Çò¼Ú òèÅ ÃÕç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ

ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ç¯ ÃîÈÔ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ, Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ ñÂÆ ÇçôÅ

Õ¯ÃÅÇÂé ç¶ Çòñ¼Öä ÃîÈÔ ç¶ ñÂÆ, ÃÅù Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ù ÇÂ¼Õ òËÕàð ð¶ÖÅ ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ÇÂÔé»

Çòñ¼Öä ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ù l, m Áå¶ n ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ Ü¶Õð îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º éÔÆº ¦ØçÆ ÔË å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ

Õ¯ÃÅÂÆé ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í

Ô¹ä îÈñ Çì³çÈ ç¹ÁÅðÅ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ òËÕàð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕÀ°ºÇÕ ç¯

Ãî»åð ð¶ÖÅò» ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» ç¶ ÃîÈÔ ÃîÅé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ÃîÅé°êÅåÆ

Ã¿ÇÖÁÅò» ù ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå (direction ratios or dr's) ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ

Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ô¯ò¶ å» ÇÕÃ¶ ×Ëð ÇÃëð R ç¶ ñÂÆ a = l, b=m

Áå¶ c = n

Çà¼êäÆ Õ°Þ ñ¶ÖÕ ÇçôÅ Áé°êÅå ù ÇçôÅ Ã¿ÇÖÁÅ òÆ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
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ÇÚ¼åð AA. B

î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c Áå¶ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n ÔËÍ åç

l

a
=

m

b
=

n
k

c
 (î³é ñÀ°), k ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ l = ak, m = bk, n = ck ... (1)

êð¿å± l2 + m2 + n2 = 1

ÇÂÃ ñÂÆ k2 (a2 + b2 + c2) = 1

Ü» k =
2 2 2

1

a b c


 
ÇÂÃ åð·» (1)ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé (d.c.’s ) ÇÂÃ åð·» Ôé

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,

a b c
l m n

a b c a b c a b c
    

     

ÇÕÃ¶ ð¶ÖÅ ç¶ ñÂÆ Ü¶Õð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé ´îòÅð : a, b, c Ôé, å» ka, kb, kc; k  0 òÆ

ÇçôÅ Áé°êÅå» çÅ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» ç¶ ç¯ ÃîÈÔ òÆ ÃîÅé Áé°êÅåÆ

Ô¯ä×¶Í ÇÂÃ åð·» ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» ç¶ Áé§å ÃîÈÔ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

11.2.1 ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé (Direction cosines of a line

passing through two points)

ÇÕÀ°ºÇÕ ç¯ Çç¼å¶ Çì³çÈÁ» å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çòñ¼Öä Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ»

P(x
1
, y

1
, z

1
) Áå¶ Q(x

2
, y

2
, z

2
) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ù Çéîé êÌÕÅð éÅñ êåÅ

Õð ÃÕç¶ Ô»(ÇÚ¼åð AA.B(a)A
î¿é ñÀ¹ ÇÕ ð¶ÖÅ PQ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé Áå¶ ÇÂÔ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ éÅñ Õ¯ä

´îòÅð : ,  ìäÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

î¿é ñÀ° P Áå¶ Q å¯º ¦ì ÇÖ¼Ú¯ Ü¯ XY-åñ ù R Áå¶ S å¶ Çîñç¶ ÔéÍ P å¯º ÇÂ¼Õ Ô¯ð ¦ì



Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ 391

ÇÖ¼ÚÆÂ¶ Ü¯ QS ù N å¶ ÇîñçÅ ÔËÍ Ô¹ä ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü PNQ Çò¼Ú, PQN =(ÇÚ¼åð 11.2 (b))

ÇÂÃ ñÂÆ

cos = 2 1NQ

PQ PQ

z z


ÇÂÃ åð·» cos = 2 1 2 1cos
PQ PQ

x x y y 
 vkSj

ÇÂÃ åð·» Çì³çÈÁ» P(x
1
, y

1
, z

1
) Áå¶ Q(x

2
, y

2
, z

2
) ù Ü¯óé òÅñ¶ ð¶ÖÅÖ³â PQ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé

Ôé

2 1

PQ

x x
, 2 1

PQ

y y
,

2 1

PQ

z z
ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ =  22 2
2 1 2 1 2 1( ) ( )x x y y z z    

Çà¼êäÆ : Çì³çÈÁ» P(x
1
, y

1
, z

1
) Áå¶ Q(x

2
, y

2
, z

2
) ù Ü¯óé òÅñ¶ ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå Çéîé

êÌÕÅð éÅñ ñÂ¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

x
2
– x

1
, y

2
– y

1
, z

2
– z

1
, Ü» x

1
– x

2
, y

1
– y

2
, z

1
– z

2

À°çÅÔðä A. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ ç¶ éÅñ ´îòÅð : 90°, 60° Áå¶

30° çÅ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l , m, n ÔéÍ åç l = cos 90° = 0, m = cos 60° =
1

2
,

n = cos 30° =
2

3

À°çÅÔðä B. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå2]&1]&2Ôé å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Çéîé Áé°ÃÅð Ôé :-

2 2 2

2

2 ( 1) ( 2)   
,

2 2 2

1

2 ( 1) ( 2)



   
,

 22 2

2

2 1 ( 2)



   

íÅò
2 1 2

,,
3 3 3

 

À°çÅÔðä C. ç¯ Çì³çÈÁ» (– 2, 4, – 5) Áå¶ (1, 2, 3) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ç¯ Çì³çÈÁ» P(x
1
, y

1
, z

1
) Áå¶ Q(x

2
, y

2
, z

2
) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-ȬÃÅÂÆé

2 1 2 1 2 1,,
PQ PQ PQ

x x y y z z  
ÔéÍ
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ÇÜ¼æ¶ PQ =  22 2
2 1 2 1 2 1( ) ( )x x y y z z    

ÇÂ¼æ¶ P Áå¶ Q ´îòÅð : (– 2, 4, – 5) Áå¶ (1, 2, 3) ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ PQ = 2 2 2(1 ( 2)) (2 4) (3 ( 5))       = 77

ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Ôé :

3 2 8
, ,

77 77 77



À°çÅÔðä D. x, y Áå¶ z-è¹ÇðÁ» ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : x-è¹ðÅ ´îòÅð x, y Áå¶ z-è¹ðÅ ç¶ éÅñ 0°, 90° Áå¶ 90° ç¶ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

x-è¹ð¶ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé cos 0°, cos 90°, cos 90° ÁðæÅå 1,0,0 ÔéÍ

ÇÂÃ¶ åð·» y-è¹ð¶ Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé ´îòÅð : 0, 1, 0 Áå¶ 0, 0, 1 ÔËÍ

À°çÅÔðä E. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A (2, 3, – 4), B (1, – 2, 3) Áå¶ C (3, 8, – 11) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : A Áå¶ B ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå

1 –2, –2 –3, 3 + 4 ÁðæÅå– 1, – 5, 7 ÔéÍ

B Áå¶ C ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå 3 –1, 8 + 2, – 11 – 3, ÁðæÅå, 2, 10,– 14

ÔéÍ

Ãê¼ôà ÔË ÇÕ AB Áå¶ BC ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå ÃîÅé°êÅåÆ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» AB Áå¶ BC Ãî»åð

ÔéÍ êð¿å± AB Áå¶ BC ç¯ò» Çò¼Ú B Ã»ÞÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» A, B, Áå¶ C Ãîð¶ÖÆ Çì³çÈ ÔéÍ

ÁÇíÁÅÃ AA.A

1. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ éÅñ ´îòÅð 90°, 135°, 45° ç¶ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇÂÃ

ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

2. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯ Ü¯ Çéðç¶ô Á³ÕÆ è¹ÇðÁ» ç¶ éÅñ ÃîÅé Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ

ÔËÍ

3. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå –18, 12, – 4, å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé ÕÆ ÔéÍ

4. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ (2, 3, 4), (– 1, – 2, 1), (5, 8, 7) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

5. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯ Ü¶Õð Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ

(3, 5, – 4), (– 1, 1, 2) Áå¶ (– 5, – 5, – 2) ÔéÍ

11.3 Á³åÇðÖ Çò¼Ú ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of a Line in Space)

Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ç¯ ÇòîÅÂÆ åñ Çò¼Ú ð¶ÖÅò» çÅ ÁÇèÁËé Õðé ç¶ ìÅÁç Ô¹ä ÁÃÆº Á³åÇðÖ

Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆ÷é ÃîÆÕðä» ù êåÅ Õð»×¶Í
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ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Çòñ¼Öä ðÈê Çò¼Ú ÇéðèÅÇðå Ô¹¿çÆ ÔË Ü¶Õð

(i) ÇÂÔ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º Çç¼åÆ ×ÂÆ ÇçôÅ Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔË, Ü»

(ii) ÇÂÔ ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔËÍ

11.3.1 Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ A Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð

b ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÅ

ÃîÆÕðä (Equation of a line through a given point A and parallel to a given

vector

b )

ÃîÕ¯ÇäÕ Çéðç¶ô Á³Õ êÌäÅñÆ ç¶ îÈñ Çì³çÈ O ç¶ ÃÅê¶Ö

î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈ A çÅ òËÕàð a


ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈ

A å¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð b


ç¶ Ãî»åð

ð¶ÖÅ l ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ l å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå Çì³çÈ

P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð r


ÔË (ÇÚ¼åð AA.C)A

åç AP


òËÕàð b


ç¶ Ãî»åð ÔË ÁðæÅå AP


= b


,

ÇÜ¼æ¶  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

êð¿å± AP


= OP – OA
 

íÅò b


= r a
 

À°ñà : êËðÅîÆàð  ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ ÃîÆÕðé ð¶ÖÅ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P çÆ ÃÇæåÆ êÌçÅé ÕðçÅ

ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË :

r = +


a b ... (1)

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð ˆˆ ˆb ai bj ck  


ÔË å» ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ôé Áå¶ À°ñà ðÈê Çò¼Ú :

Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ô¯ä å» ˆˆ ˆb ai bj ck  


ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂ¼æ¶

b ù | |b


éÅ ÃîÞÅÇÂÁÅ ÜÅò¶Í

òËÕàð ðÈê ç¹ÁÅðÅ ÕÅðàÆÜé ðÈê ÇòÀ¹ºåê³é ÕðéÅ (Derivation of Cartesian Form from

Vector Form)

î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Çì³çÈ A ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x
1
, y

1
, z

1
) Ôé Áå¶ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

a, b, c ÔéÍ î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) ÔéÍ å»

kzjyixr ˆˆˆ 


; kzjyixa ˆˆˆ
111 



Áå¶ ˆˆ ˆb a i b j c k  


ÇÚ¼åð AA. C
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ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù(1)Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå ÕðÕ¶ ˆ ˆ,i j Áå¶ k̂ , ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº

êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

x = x
1

+ a; y = y
1

+  b; z = z
1
+ c ... (2)

ÇÂÔ ð¶ÖÅ ç¶ êËðÅîÆàÇðÕ ÃîÆÕðä ÔéÍ(2)å¯º êËðÅîÆàð  çÅ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶

Ô»:

1x x

a


=

1 1y y z z

b c

 
 ... (3)

ÇÂÔ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜé ÃîÆÕðä ÔËÍ

Çà¼êäÆ: Ü¶Õð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé å» ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä

1x x

l


=

1 1y y z z

m n

 
 ÔËÍ

À°çÅÔðä F. Çì³çÈ (5, 2, – 4) å¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ òËÕàð ˆˆ ˆ3 2 8i j k  ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÅ

òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜé ÃîÆÕðä» ù êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

a
 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 3 2 8    


i j k b i j k¡Â∂

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË

r


= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 ( 3 2 8 )i j k i j k      [(1) å¯º]

ÇÕÀ°ºÇÕ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð r
 ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

ˆˆ ˆxi y j z k  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 ( 3 2 8 )i j k i j k     

=  (5 3 ) (2 2 ) ( 4 8 )i j k        

 çÅ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

5

3

x
=

2 4

2 8

y z 



Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê ÔËÍ

11.4 ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä (Angle between two lines)

î³é ñÀ° ÇÕ L
1

Áå¶ L
2

îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅÿÆÁ» ç¯ ð¶ÖÅò» Ôé ÇÜÃ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå

´îòÅð : a
1
, b

1
, c

1
Áå¶ a

2
, b

2
, c

2
, ÔéÍ Çëð å¯º î³é ñÀ° ÇÕ L

1
å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P Áå¶ L

2
å¶ ÇÂ¼Õ

Çì³çÈ Q ÔËÍ ÇÚ¼åð AA. D Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð OP Áå¶ OQ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í î³é ñÀ° ÇÕ OP Áå¶
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OQ ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä  ÔËÍ Ô¹ä ïÅç Õð¯ ÇÕ òËÕàð OP

Áå¶ OQ ç¶ ØàÕ ´îòÅð : a
1
, b

1
, c

1
Áå¶ a

2
, b

2
, c

2
ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä 

cos =
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

 

   
ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ

Ü»çÅ ÔËÍ

Çëð å¯º sin  ç¶ ðÈê Çò¼Ú, ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä

sin  = 2cos1  ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

=
  

2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

( )
1

a a b b c c

a b c a b c

 


   

=
    

   

22 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a b c a b c a a b b c c

a b c a b c

      

   

=

2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

( ) ( ) ( )

(

a b a b b c b c c a c a

a b c a b c

    

   
... (2)

Çà¼êäÆ À°Ã ÃÇæåÆ Çò¼Ú Üç¯º ð¶ÖÅò» L
1
Áå¶ L

2
îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º éÔÆº ÇéÕñçÆ ÔË å» ÁÃÆº

L
1
Áå¶ L

2
ç¶ Ãî»åð, îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñÆÁ» ð¶ÖÅò» ´îòÅð : L

1
Áå¶ L

2
î³éç¶

Ô»Í Ü¶Õð ð¶ÖÅò» L
1
Áå¶ L

2
ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» çÆ æ» ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé Çç¼å¶ ×Â¶ Ô¯ä ÇÜò¶º L

1
ç¶

ñÂÆ l
1
, m

1
, n

1
Áå¶ L

2
ç¶ ñÂÆ l

2
, m

2
, n

2
å» (1)Áå¶ (2)ÇéîéÇñÖå ðÈê ñËä×¶Í

cos  = |l
1
l
2

+ m
1
m

2
+ n

1
n

2
| (ÇÕÀ°ÎºÇÕ 2 2 2

1 1 1 1l m n   2 2 2
2 2 2l m n   ) ... (3)

Áå¶ sin  =  2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( )l m l m m n m n n l n l     ... (4)

ÇçôÅ&Áé°êÅå a
1
, b

1
, c

1
Áå¶ a

2
, b

2
, c

2
òÅñÆÁ» ð¶ÖÅò»

(i) ÁÇí¦ì Ôé Ü¶Õð  = 90°, ÁðæÅå (1)å¯º a
1
a

2
+ b

1
b

2
+ c

1
c

2
= 0

(ii) Ãî»åð Ôé, Ü¶Õð  = 0, ÁðæÅå (2)å¯º
1

2

a

a
= 1 1

2 2

b c

b c

ÇÚ¼åð AA. D
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Ô¹ä ÁÃÆº ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä êåÅ Õð»×¶ ÇÜÃ ç¶ ÃîÆÕðé Çç¼å¶ ×Â¶ ÔéÍ Ü¶Õð À°Ô

ð¶ÖÅò» r


= 1 1a b 


Áå¶ r


= 2 2a b 


ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä  ÔËÍ

å» cos =
1 2

1 2

b b

b b


 

 

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê Çò¼Ú Ü¶Õð ð¶ÖÅò»
1

1

x x

a


=

1 1

1 1

y y z z

b c

 
 ... (1)

Áå¶
2

2

x x

a


=

2 2

2 2

y y z z

b c

 
 ... (2)

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä  ÔË ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅò» (1)Áå¶ (2)ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå ´îòÅð : a
1
, b

1,
c

1
Áå¶

a
2,

b
2
, c

2
ÔË å»

cos  =
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

 

   

À°çÅÔðä G. Çç¼å¶ ×Â¶ ð¶ÖÅ-Ü¯ó¶

r
 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 4 ( 2 2 )i j k i j k     

Áå¶ r
 = ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 (3 2 6 )i j i j k     ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ°
1b


= ˆˆ ˆ2 2i j k  Áå¶
2b


= ˆˆ ˆ3 2 6i j k 

ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä  ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

cos  =
1 2

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 2 ) (3 2 6 )

1 4 4 9 4 36

b b i j k i j k

b b

     


   

 

 

=
3 4 12 19

3 7 21

 




ÇÂÃ åð·»  = cos–1
19

21

 
 
 

À°çÅÔðä H. ð¶ÖÅ-Ü¯ó¶ :

3

3

x 
=

1 3

5 4

y z 


Áå¶
1

1

x 
=

4 5

1 2

y z 


ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í



Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ 397

Ô¼ñ : êÇÔñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå 3]5]4Áå¶ çÈÜÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå A, A, B ÔéÍ Ü¶Õð

À°Ôé» ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä  Ô¯ò¶ å»

cos  =
2 2 2 2 2 2

3.1 5.1 4.2 16 16 8 3

1550 6 5 2 63 5 4 1 1 2

 
  

   

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ Õ¯ä cos–1
8 3

15

 
  
 

ÔËÍ

11.5 ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ (Shortest Distance between two lines)

Á³åÇðÖ Çò¼Ú Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» êðÃêð ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Õ¼àçÆÁ» Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî

çÈðÆ ÇÃëð ÔË Áå¶ Á³åÇðÖ Çò¼Ú Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» Ãî»åð Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ,

À°Ôé» ç¶ Çò¼Ú ¦ì çÆ ¦ìÅÂÆ Ô¯ò¶×Æ ÁðæÅå ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¯º çÈÃðÆ ð¶ÖÅ å¶ ÇÖ¼ÇÚÁÅ Ç×ÁÅ

¦ì ÔËÍ

ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ Á³åÇðÖ Çò¼Ú ÁÇÜÔÆÁ» òÆ

ð¶ÖÅò» Ô¹¿çÆÁ» Ôé Ü¯ éÅ å» Õ¼àçÆÁ» Ôé Áå¶

éÅ ÔÆ Ãî»åð Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ òÅÃåò Çò¼Ú

ÁÇÜÔÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ Ü¯ó¶ ×Ëð ÃÇÔÃîåñÆ

(noncoplanar) Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ù ÇìÖîåñÆ

ð¶ÖÅò» (skew lines)ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶

å½ð å¶ ÁÃÆº ÇÚ¼åð AA.E Çò¼Ú x, y Áå¶ z-ç¶

ÃÅê¶Ö ´îòÅð :1]3]2ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ÁÅÕÅð òÅñ¶

Õîð¶ å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

ð¶ÖÅ GE Û¼å ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅê¶Ö ÔË Áå¶ ð¶ÖÅ DB, A ç¶ áÆÕ À°µêð Û¼å ç¶ Õ¯é¶ Çò¼Ú¯º ×¹÷ðçÆ

Ô¯ÂÆ çÆòÅð ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅê¶Ö ÔËÍ ÇÂÔ ð¶ÖÅò» ÇìÖîåñÆ Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Ãî»åð éÔÆº Ôé Áå¶

Õç¶ ÇîñçÆÁ» òÆ éÔÆº ÔéÍ

ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ å¯º ÃÅâÅ Áðæ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ð¶ÖÅÖ³â å¯º ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ù çÈÃðÆ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå Ô¯ð Çì³çÈ ù ÇîñÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå Ô¯ò¶ å» ÇÕ ÇÂÃ çÆ ¦ìÅÂÆ

ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í ÇéÀ±éåî çÈðÆ ð¶ÖÅÖ³â ç¯ò¶º ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÅÍ

11.5.1 ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ (Distance between two skew lines)

Ô¹ä ÁÃÆº ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÇéîéÇñÖå ÇòèÆ å¯º êåÅ Õðç¶ Ô»Í î³é ñÀ° l
1
Áå¶ l

2

ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» Ôé ÇÜÔé» ç¶ ÃîÆÕðé (ÇÚ¼åð 11.6) ÇéîéÇñÖå Ôé :

ÇÚ¼åð AA.E
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r


= 1 1a b 


... (1)

Áå¶ r


= 2 2a b 


... (2)

ð¶ÖÅ l
1
å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ S ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

1a


Áå¶ l
2
å¶ Õ¯ÂÆ

Çì³çÈ T ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð
2a


.
ñÀ°Í å» ÇéÀ±éåî çÈðÆ

òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð ST çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú êÌÖ¶ê

ç¶ îÅê ç¶ ÃîÅé Ô¯ò¶×Å (ÃËÕôé10.6.2)A

Ü¶Õð l
1
Áå¶ l

2
ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ òËÕàð PQ


ÔË å» ÇÂÔ ç¯ò¶º

1b


Áå¶
2b


å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÆÍ

PQ


çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð n̂ ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¯ò¶×Å ÇÕ

n̂ =
1 2

1 2| |

b b

b b





 

  ... (3)

å» PQ


= d n̂

ÇÜ¼æ¶ d, ÇéÀ±éåî çÈðÆ òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð ÔËÍ î³é ñÀ° ST


Áå¶ PQ


ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä  ÔË, å»

PQ = ST |cos |

êð¿å± cos  =
PQ ST

| PQ | | ST |


 

 

=
2 1ˆ ( )

ST

d n a a

d

 
 

(ÇÕÀ°ºÇÕ
2 1ST )a a 

  

=
1 2 2 1

1 2

( ) ( )

ST

b b a a

b b

  



   

  ((3) ç¶ ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ

d = PQ = ST |cos |

Ü» d = 1 2 2 1

1 2

( ) ( )

| |

b b a a

b b

  



   
  ÔËÍ

ÇÚ¼åð AA.F
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ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

ð¶ÖÅò» :

l
1
:

1

1

x x

a


=

1 1

1 1

y y z z

b c

 


Áå¶ l
2

:
2

2

x x

a


=

2 2

2 2

y y z z

b c

 


ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÔË :

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )

x x y y z z

a b c

a b c

b c b c c a c a a b a b

  

    

11.5.2 Ãî»åð ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ (Distance between parallel lines)

Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» l
1

Áå¶ l
2
Ãî»åð Ô¯ä å» À°Ô ÃÇÔ ÃîåñÆ (Coplanar) Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ î³é ñÀ°

Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅò» ´îòÅð :

r
 =

1a b 


... (1)

Áå¶ r
 =

2a b 


… (2)

Ôé, ÇÜ¼æ¶ l
1
å¶ Çì³çÈ S çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

1a


Áå¶ l
2
å¶ Çì³çÈ

T çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 2a


ÔË (ÇÚ¼åð 11.7)

ÇÕÀ°ºÇÕ l
1
, Áå¶ l

2
ÃÇÔÃîåñÆ ÔéÍ Ü¶Õð Çì³çÈ T å¯º l

1

å¶ êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì çÅ êËð P ÔË å» ð¶ÖÅò» l
1
Áå¶ l

2
ç¶ ÇòÚÕÅð

çÆ çÈðÆ = |TP|

î³é ñÀ° ÇÕ òËÕàð ST


Áå¶ b


ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä  ÔËÍ åç

STb 


= ˆ( | | | ST| sin )b n


... (3)

ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅò» l
1
Áå¶ l

2
ç¶ åñ å¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð n̂ ÔËÍ

êð¿å± ST


= 2 1a a
 

ÇÚ¼åð AA.G
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ÇÂÃ ñÂÆ(3)å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 1( )b a a 
  

= ˆ| | PTb n


(ÇÕÀ°ºÇÕ PT = ST sin )

ÁðæÅå 2 1| ( )|b a a 
  

= | | PT 1b 


(as | |n̂ = 1)

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

d = 2 1( )
| PT |

| |

b a a

b

 


  
 ÔËÍ

À°çÅÔðä I. ð¶ÖÅò» l
1
Áå¶ l

2
ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯ ÇÜÃç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä Ôé :

r
 = ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 )i j i j k     ... (1)

Áå¶ r
 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 (3 5 2 )i j k i j k      ... (2)

Ô¼ñ : ÃîÆÕðä (1)Áå¶ (2)çÆ å°ñéÅ ´îòÅð r


= 1 1a b 


Áå¶
22 bar


 , éÅñ

Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1a


= 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2i j b i j k   



2a


= 2 î + ĵ – k̂ Áå¶ 2b


= 3 î – 5 ĵ + 2 k̂

ÇÂÃ ñÂÆ 2 1a a
 

= ˆî k

Áå¶
1 2b b
 

= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 ) ( 3 5 2 )i j k i j k    

=

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ2 1 1 3 7

3 5 2

i j k

i j k   



ÇÂÃ åð·»
1 2| |b b
 

= 9 1 49 59  

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

d = 1 2 2 1

1 2

( ) ( )

| |

b b a a

b b

  



   
 

59

10

59

|703|





À°çÅÔðä A@. ÇéîéÇñÖå Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ð¶ÖÅò» l
1
Áå¶ l

2
:

r


= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 ( 2 3 6 )i j k i j k     

Áå¶ r


= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 3 5 ( 2 3 6 )i j k i j k      ÇÕ ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
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Ô¼ñ : ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» Ãî»åð ÔéÍ(ÇÕÀ°º)ÃÅù êÌÅêå ÔË ÇÕ

1a


= ˆˆ ˆ2 4i j k  , 2a


= ˆˆ ˆ3 3 5i j k  Áå¶ b


= ˆˆ ˆ2 3 6i j k 

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ

d = 2 1( )

| |

b a a

b

 
  

 =

ˆˆ ˆ

2 3 6

2 1 1

4 9 36

i j k



 

=
ˆˆ ˆ| 9 14 4 | 293 293

749 49

i j k  
  ÔËÍ

ÁÇíÁÅÅÃ AA.B

1. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé
12 3 4 4 12 3 3 4 12

, , ; , , ; , ,
13 13 13 13 13 13 13 13 13

  
òÅñÆÁ»

Çå¿é ð¶ÖÅò» êðÃêð ¦ì ÔËÍ

2. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈÁ» (1, – 1, 2), (3, 4, – 2) å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çì³çÈÁ» (0, 3, 2) Áå¶

(3, 5, 6) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ å¶ ¦ì ÔËÍ

3. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈÁ» (4, 7, 8), (2, 3, 4) å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ, Çì³çÈÁ»a(– 1, – 2, 1),

(1, 2, 5) å¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

4. Çì³çÈ (1, 2, 3) å¯º ×¹÷ðé òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ òËÕàð kji ˆ2ˆ2ˆ3  ç¶

Ãî»åð ÔËÍ

5. Çì¿çÈ ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ2 4i j k  å¯º ×¹÷ðé Áå¶ òËÕàð ˆˆ ˆ2i j k  çÆ ÇçôÅ

Çò¼Ú ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

6. À°Ã ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ Çì³çÈ (– 2, 4, – 5) å¯º Ü»çÆ ÔË Áå¶

3 4 8

3 5 6

x y z  
  ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

7. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä
5 4 6

3 7 2

x y z  
  ÔËÍ ÇÂÃ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä

êåÅ Õð¯Í
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8. ÇéîéÇñÖå ð¶ÖÅ-Ü¯ÇóÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

(i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 5 (3 2 6 )r i j k i j k      


Áå¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ7 6 ( 2 2 )r i k i j k     


(ii) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 ( 2 )r i j k i j k      


Áå¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 56 (3 5 4 )r i j k i j k      


9. ÇéîéÇñÖå ð¶ÖÅ-Ü¯ÇóÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯ :

(i)
2 1 3 2 4 5

2 5 3 1 8 4

     
   

 

x y z x y z
¡Â∂

(ii)
5 2 3

2 2 1 4 1 8

  
   

x y z x y z
¡Â∂

10. p çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ å» ÇÕ ð¶ÖÅò»
1 7 14 3

3 2 2

x y z

p

  
 

Áå¶
7 7 5 6

3 1 5

x y z

p

  
  êðÃêð ¦ì Ô¯äÍ

11. çðÃÅÀ° ÇÕ ð¶ÖÅò»
5 2

7 5 1

x y z 
 


Áå¶

1 2 3

x y z
  êðÃêð ¦ì Ô¯äÍ

12. ð¶ÖÅò» ˆˆ ˆ( 2 )r i j k  


+ ˆˆ ˆ( )i j k   Áå¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 (2 2 )r i j k i j k      


ç¶

ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

13. ð¶ÖÅò»
1 1 1

7 6 1

x y z  
 


Áå¶

3 5 7

1 2 1

x y z  
 


ç¶ ÇòÚÅÕð ÇéÀ±éåî çÈðÆ

êåÅ Õð¯Í

14. ð¶ÖÅò» ÇÜÔé» ç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä ÇéîéÇñÖå Ôé ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ

Õð¯ :

ˆˆ ˆ( 2 3 )r i j k  


+ ˆˆ ˆ( 3 2 )i j k   Áå¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 5 6 (2 3 )r i j k i j k      


15. ð¶ÖÅò» ÇÜÔé» çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÇéîéÇñÖå ÔË ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

ˆˆ ˆ(1 ) ( 2) (3 2 )r t i t j t k     


Áå¶ ˆˆ ˆ( 1) (2 1) (2 1)r s i s j s k     
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ÁÇèÁÅÇÂ AA Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. À°Ôé» ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Áå¶ b – c, c – a,

a – b ÔéÍ

2. x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð Áå¶ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

3. Ü¶Õð ð¶ÖÅò»
1 2 3 1 1 6

3 2 2 3 1 5

x y z x y z

k k

     
   

 
¡Â∂ êðÃêð ¦ì Ô¯ä

å» k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

4. ð¶ÖÅò» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ6 2 2 ( 2 2 )r i j k i j k      


Áå¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 (3 2 2 )r i k i j k      


ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

5. Çì³çÈ (1, 2, – 4) å¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ ç¯ò¶º ð¶ÖÅò»
7

10

16

19

3

8 







 zyx
Áå¶

15

3

x 
=

29 5

8 5

y z 



å¶ ¦ì ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

ÃÅð-Á³ô

 ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ð¶ÖÅ ç¹ÁÅðÅ Çéðç¶ô Á³Õ è¹ÇðÁ» çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ ç¶ éÅñ

ìäÅÂ¶ Õ¯ä çÅ Õ¯ÃÅÂÆé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

 Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé å» l2 + m2 + n2 = 1

 ç¯ Çì³çÈÁ» P (x
1
, y

1
, z

1
) Áå¶ Q (x

2
, y

2
, z

2
) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

2 1 2 1 2 1, ,
PQ PQ PQ

x x y y z z  
ÔéÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ =  212
2

12
2

12 )()( zzyyxx 

 ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå À°Ô Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ÃîÅé°êÅåÆ

Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

 Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ôé å»

l =
222 cba

a


; m =

222 cba

b


; n =

222 cba

c
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 ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» : Á³åÇðÖ çÆÁ» À°Ô ð¶ÖÅò» Ôé Ü¯ éÅ å» Ãî»åð Ôé Áå¶ éÅ ÔÆ

ÕÅàòÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔ ð¶ÖÅò» Çí¿é åñ» Çò¼Ú Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

 ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä : À°Ô Õ¯ä ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ(åðÜÆÔ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º)å¯º

ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ Ãî»åð ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ ç¯ ÕÅàòÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÔËÍ

 Ü¶Õð l
1
, m

1
, n

1
Áå¶ l

2
, m

2
, n

2
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé òÅñÆÁ» ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä

ÔË å»

cos  = |l
1
l
2

+ m
1
m

2
+ n

1
n

2
|

 Ü¶Õð a
1
, b

1
, c

1
Áå¶ a

2
, b

2
, c

2
ÇçôÅ Áé°êÅå» òÅñÆÁ» ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õǟ  ÔË å»

cos =
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

 

   

 ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð a


ÔË Çò¼Ú ×¹÷ðé òÅñÆ Áå¶ òËÕàð b


ç¶

Ãî»åð ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä r a b  
 

ÔËÍ

 Çì³çÈ (x
1
, y

1
, z

1
) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ÇÜÃç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé, çÅ ÃîÆÕðä

1 1 1x x y y z z

l m n

  
  ÔËÍ

 ç¯ Çì³çÈÁ» ÇÜÔé» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð a


Áå¶ b


Ôé Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ

òËÕàð ÃîÆÕðä ( )r a b a   
  

ÔËÍ

 Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò»
1 1r a b  

 
Áå¶ 2 2r a b  

 
,ç¶ Çò¼Ú çÅ ÇéÀ±éÕ¯ä  ÔË å»

1 2

1 2

cos
| | | |

b b

b b


 

 

 

 Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò»
1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 






Áå¶

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 






ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä  ÔË å»

cos  = |l
1
l
2

+ m
1
m

2
+ n

1
n

2
|.

 ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ À°Ô ð¶ÖÅ Ö³â ÔË Ü¯ ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» å¶ ¦ì ÔËÍ
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 ç¯ ð¶ÖÅò»
11 bar


 Áå¶ 22 bar


 ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ

1 2 2 1

1 2

( ) ( – )

| |

b b a a

b b

 



   
  ÔËÍ

 ç¯ ð¶ÖÅò» 1 1 1

1 1 1

x x y y z z

a b c

  
  Áå¶

2 2

2 2

x x y y

a b

 
 =

2

2

z z

c


çÆ

ÇéÀ±éåî çÈðÆ

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )

x x y y z z

a b c

a b c

b c b c c a c a a b a b

  

    

ÔËÍ

 ç¯ Ãî»åð ð¶ÖÅò»
1r a b  

 
Áå¶

2r a b  
 

ç¶ ÇòÚÕÅð çÈðÆ

2 1( )

| |

b a a

b

 
  

 ÔËÍ

——
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The mathematical experience of the student is incomplete if he never had

the opportunity to solve a problem invented by himself. — G POLYA

12.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÃÆº ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» Áå¶ Ççé êÌåÆÇçé çÆÁ»

Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú À°Ôé» ç¶ À°êï¯× å¶ ÇòÚÅð òà»çðÅ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í

ÜîÅå Ç×ÁÅðòÆº Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Úñ» òÅñ¶ ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò» Áå¶

ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ çÅ ×ðÅë ÇòèÆ ðÅÔÆº Ô¼ñ Õðé ç¶ Çòô¶ çÅ

ÁÇèÁËé Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í ×Çäå ç¶ ÕÂÆ À°êï¯×» Çò¼Ú ÁÃîÅéåÅò»/

(Inequations) ÃîÆÕðä» êÌäÅñÆ ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº

ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò»/ÃîÆÕðä êÌäÅñÆçÅ Ô¶á Çç¼åÆ ×ÂÆÕ°Þ òÅÃåÇòÕ

ÜÆòé çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé Çò¼Ú À°êï¯× Õð»×¶Í

ÇÂ¼Õ ëðéÆÚð òêÅðÆ ç¯ òÃå±Á» ÇÜò¶º î¶÷ Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÅ

òêÅð ÕðçÅ ÔËÍ Çéò¶ô ç¶ ñÂÆ À°Ãç¶ Õ¯ñ E@,@@@ ð¹: Áå¶ ÃîÅé

ð¼Öä ç¶ ñÂÆ Õ¶òñ F@ òÃå±Á» ç¶ ñÂÆ ÃæÅé ÔËÍ ÇÂ¼Õ î¶÷ å¶ BE@@

ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ Õ°ðÃÆ å¶ E@@ ð¹: çÆ ñÅ×å ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ À°Ô Áé°îÅé

ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ î¶÷ ù ò¶Ú Õ¶ À°Ô BE@ ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ Õ°ðÃÆ ù

ò¶Úä å¶ GE ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅ ÃÕçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô ÃÅðÆÁ» òÃå±Á» ù ò¶Ú ÃÕçÅ ÔË, ÇÜ¿éÆÁ» òÆ

À°Ã é¶ ÖðÆçÆÁ» Ôé, åç À°Ô ÜÅéäÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË ÇÕ ÇÕ¿é¶ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» ù ÖðÆçäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË å»

ÇÕ À°êñìè Çéò¶ô ðÅôÆ å¶ À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

ÇÂÃ åð·» çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÜÔé» Çò¼Ú ñÅí çÅ ÁÇèÕåî ÃîÆÕðä Áå¶ ñÅ×å çÅ

ÇéÀ±éåîÆÕðä Ö¯Üä çÆ Õ¯ÇôÃ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË, Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅò» ÁÖòÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ

ÇÂÃ åð·» Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅò» (Optimisation Problems) Çò¼Ú ÁÇèÕåî ñÅí, ÇéÀ±éåî

ñÅ×å Ü» Ã¿ÃèÅé» çÅ ÇéÀ±éåî À°êï¯× ÁÅÇç ôÅÇîñ ÔéÍ

ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂ¼Õ Çòô¶ô êð¿å± ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé êÌÕÅð çÆ Áé°Õ±ñåîÆÕðä

Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Áå¶ À°êðȬå çðÃÅÂÆ Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅ òÆ ÇÂ¼Õ ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ÔËÍ À°çï×̄,

òÇäÜ,êÌì¿èé ÇòÇ×ÁÅé Çò¼Ú ÇòÃåÇðå À°êï×̄ ç¶ ÕÅðä ðËÇÖÕêÌ̄×ðÅÇî³×Ãî¼ÇÃÁÅòè¶ð¶ îÔ¼åòôÅñÆÔéÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Õ°Þ ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Áå¶ À°Ôé» çÅ ×ðÅë ÇòèÆ ðÅÔÆº Ô¼ñ êåÅ

Õðé çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÜçÇÕ ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» çÅ Ô¼ñ êåÅ Õðé ñÂÆ Ô¯ð ÇòèÆÁ» òÆ ÔéÍ

ÁÇèÁÅÇÂ

ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× Linear Programming

12

L.Kantorovich
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12.2 ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Áå¶ À°ÃçÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä (Linear Programming

Problem and its Mathematical Formulation)

ÁÃÆº ÁÅêäÅ ÇòÚÅð òà»çðÅ À°êð¯Õå ëðéÆÚð âÆñð çÆ À°çÅÔðé ç¶ éÅñ ô¹ðÈ Õðç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ

Úñ» òÅñÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé Çò¼Ú îçç Õð¶×ÅÍ ÇÂÃ À°çÅÔðä Çò¼Ú ÁÃÆº ÇèÁÅéêÈðòÕ

ç¶ÇÖÁÅ ÇÕ

(i) òêÅðÆ ÁÅêäÆ èé ðÅôÆ ù î¶÷» Ü» Õ°ðÃÆÁ» Ü» ç¯ò» ç¶ ÇÂÕ¼á Çò¼Ú Çéò¶ô Õð ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ

å¯º ÇÂñÅòÅ À°Ô Çéò¶ô çÆÁ» ÇòÇí¿é ï¯ÜéÅåîÕ ÇòèÆÁ» ç¹ÁÅðÅ ÇòÇí¿é ñÅí ÕîÅ ÃÕ¶×ÅÍ

(ii) Õ°Þ òè¶ð¶ îÔ¼åòêÈðé ôðå» Ü» êÌÇåì³è»/ì¿çô» çÅ ÇÂÕ¼á ÔË ÇÜò¶º À°ÃçÅ Çéò¶ô ÁÇèÕåî

E@,@@@ ð¹: å¼Õ ÃÆÇîå ÔË Áå¶ À°Ãç¶ Õ¯ñ ÁÇèÕåî F@ òÃå±Á» ù ð¼Öä ç¶ ñÂÆ ÃæÅé

À°êñìè ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô Õ¯ÂÆ Õ°ðÃÆ éÔÆº ÖðÆççÅ Õ¶òñ î¶÷» ù ÖðÆçä çÅ ÇéôÚË ÕðçÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

À°Ô 50,000 ÷ 2500, Ü» B@ î¶÷» ù ÖðÆç ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí

Rs (250 × 20) Ü» Rs 5000 Ô¯ò¶×ÅÍ

î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô Õ¯ÂÆ î¶÷ éÅ ÖðÆç Õ¶ Õ¶òñ Õ°ðÃÆÁ» ÔÆ ÖðÆçä çÆ Ú¯ä ÕðçÅ ÔËÍ å» À°Ô

ÁÅêäÆ À°êñìè E@@@ ð¹: çÆ ðÅôÆ Çò¼Ú 50,000 ÷ 500, ÁðæÅå A@@ Õ°ðÃÆÁ» ÔÆ ÖðÆç ÃÕçÅ ÔË,

êð¿å± À°Ô Õ¶òñ F@ é×» ù ÔÆ ð¼Ö ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» À°Ô Õ¶òñ F@ Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä ñÂÆ ì¿Çèå

Ô¯ò¶×Å, ÇÜÃ éÅñ À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí Rs 60 × 75 ÁðæÅå Rs4500ÔÆ Ô¯ò¶×ÅÍ

ÁÇÜÔÆÁ» Ô¯ð òÆ ìÔ¹å ÃÅðÆÁ» Ã¿íÅòéÅò» ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ À°Ô A@ î¶÷» Áå¶ E@

Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä çÆ Ú¯ä Õð ÃÕçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ À°Ã ç¶ Õ¯ñ F@ òÃå±Á» ù ð¼Öä çÅ ÃæÅé À°êñìè

ÔË ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí ð¹: (10 × 250 + 50 × 75), ÁðæÅå Rs 6250 ÁÅÇçÍ

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ ëðéÆÚð òêÅðÆ ÇòÇí¿é Ú¯ä ÇòèÆÁ» ç¶ ç¹ÁÅðÅ ÁÅêäÆ èé

ðÅôÆ çÅ Çéò¶ô Õð ÃÕçÅ ÔË Áå¶ ÇòÇí¿é Çéò¶ô ï¯ÜéÅò» ù ÁêäÅ Õ¶ ÇòÇí¿é ñÅí ÕîÅ ÃÕ¶×ÅÍ Ô¹ä

Ãî¼ÇÃÁÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ À°Ã ù ÁÅêäÆ èé ðÅôÆ å¯º ÁÇèÕåî ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÕÃ åð·» Çéò¶ô

ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÇÂÃ êÌôé çÅ À°µåð ç¶ä ñÂÆ ÃÅù Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä Õðé çÅ

ïåé ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

12.2.1 Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä (Mathematical Formulation of the Problem)

î³é ñÀ° ÇÕ î¶÷» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ x Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ y ÔË ÇÜÃ ù ëðéÆÚð òêÅðÆ ÖðÆççÅ ÔËÍ

Ãê¼ôà ÔË ÇÕ x Áå¶ y ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ôé, ÁðæÅå

0 ... (1)
( )

... (2)0

x

y

 


 
½.ksrjO;ojks/

ÇÕÀ°ºÇÕ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÇðäÅåîÕ éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆ ÔË

×Ëð ÇðäÅåîÕ

êÌÇåì¿è/ì¿Ççô
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òêÅðÆ å¶ ÁÇèÕåî èé ðÅôÆ(ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ ðÅôÆ Rs 50]000ÔË)çÅ Çéò¶ô Õðé çÅ êÌÇåì¿è ÔË

Áå¶ òêÅðÆ ç¶ Õ¯ñ Õ¶òñ ÁÇèÕåî òÃå±Á»(ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ F@ ÔË)ù ð¼Öä ç¶ ñÂÆ ÃæÅé çÅ òÆ êÌÇåì¿è

ÔËÍ

×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ä å¶

2500x + 500y  50,000 (Çéò¶ô êÌÇåì¿è)

Ü» 5x + y  100 ... (3)

Áå¶ x + y  60 (Ãà¯ð Õðé çÅ êÌÇåì¿è) ... (4)

òêÅðÆ ÇÂÃ åð·» éÅñ Çéò¶ô ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË å» Ü¯ À°Ã çÅ ñÅí Z(î³é ñÀ°)ÁÇèÕåî Ô¯ò¶

Áå¶ ÇÜÃ ù x Áå¶ y ç¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

Z = 250x + 75y (À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË)

Çç¼åÆ ÃîÆÕðé çÅ Ô¹ä ×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú êÇðòðåé ÇÂÃ åð·» Ô¹¿çÅ ÔË

Z = 250x + 75y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯

ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è ÇéîéÇñÖå Ôé

5x + y  100

x + y  60

x  0, y  0

ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ð¶ÖÆ ëñé Z çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä ÕðéÅ ÔË ÜçÇÕ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ

ç¹ÁðÅ Õ°¼Þ ÇéôÇÚå ôðå» ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ôé å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔËÍ Õ°Þ Ô¯ð Ãî¼ÇÃÁÅò»

òÆ Ôé ÇÜÃ Çò¼Ú ð¶ÖÆ ëñé çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÜçÇÕ Z , ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ

ç¹ÁÅðÅ Õ°¼Þ ÇéôÇÚå ôðå» ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ×ËðÇðäÅåîÕ Ôé å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔËÍ ÁÇÜÔÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò»

ù ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ À°Ô Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Ü¯ ÇÕ

x Áå¶ y òð×¶ Õ¹Þ Áé¶Õ Úñ» ç¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ ëñé Z(Ü¯ ÇÕ À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË)çÅ Áé°Õ±ñåî

î¹¼ñ(ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî îÅé)êåÅ Õðé éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔËÍ êÌÇåì¿è ÇÂÔ ÔË ÇÕ Úñ ×Ëð ÇðäÅåîÕ

Ôé Áå¶ ÇÂÔ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ ð¶ÖÆ êÌÇåì¿è» ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ ð¶ÖÆ êç å¯º Áðæ ÔË ÇÕ

Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú ÃÅð¶ ×ÇäåÆ Ã¿ì¿è ð¶ÖÆ Ôé ÜçÇÕ êÌ¯×ðÅÇî³× å¯º Áðæ ÔË ÇÕ Çòô¶ô êÌ¯×ðÅî Ü» Çòô¶ô

êÌ¯×ðÅî ù êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

Á¼×¶ òèä å¯º êÇÔñ» ÁÃÆº Ô¹ä Õ°Þ êç»(ÇÜÔé» çÅ êÌï¯× À°µêð Ô¯ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔË)ù ðÃîÆ ðÈê Çò¼Ú

êÇðíÅÇôå Õð»×¶ ÇÜÔé» çÅ êÌï¯× ÁÃÆº ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅî Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú¯º Õð»×¶Í

À°ç¶ô ëñé : ð¶ÖÆ ëñé Z = ax + by, ÜçÇÕ a, b ÁÚñ Ôé ÇÜÔé» çÅ ÁÇèÕåîÕÆðä Ü»

ÇéÀ±éåîÆÕðä Ô¯äÅ ÔË ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
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À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú Z = 250x + 75y ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Úñ x Áå¶ y ù

ÇéðäÅåîÕ Úñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

êÌÇåì¿è : ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ Úñ» å¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» Ü» ÃîÆÕðä Ü» ì¿çô, êÌÇåì¿è

ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ôðå» êÌÇåì¿è» x  0, y  0 ù ×Ëð ÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è/ôðå» ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú (1)å¯º (4)å¼Õ ÁÃîåÅò» çÅ ÃîÈÔ êÌÇåì¿è ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Áé°Õ±ñåî Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇéôÇÚå êÌÇåÇì³è» ç¶ ÁèÆé ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ãî¼ÇÃÁÅ

Ü¯ Úñ»(ÇÜò¶º ÇÕ ç¯ Úñ x Áå¶ y)Çò¼Ú ð¶ÖÆ ëñé ù ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî Õð¶, Áé°Õ±ñåî

Ãî¼ÇÃÁÅ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂ¼Õ Çòô¶ô êÌÕÅð çÆ Áé°Õ±ñåî (optimal)

Ãî¼ÇÃÁÅ ÔËÍ Áé°Õ±ñåî Ãî¼ÇÃÁÅ òêÅðÆ ç¹ÁÅðÅ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ ÖðÆç Çç¼åÆ ×ÂÆ èé ðÅôÆ

ç¹ÁÅðÅ Áé°Õ±ñåîÆÕðä çÆ Áå¶ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ çÆ À°çÅÔðä ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇòÚÅð Õð»×¶ ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù ÇÕÃ êÌÕÅð Ô¼ñ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂÃ

ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Õ¶òñ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ éÅñ ÔÆ Ã¿ì¿Çèå ðÔ»×¶Í

12.2.2 ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé çÆ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ (Graphical Method

of Solving Linear Programming Problems)

Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ÇÕÃ êÌÕÅð ç¯ Úñ» x Áå¶ y éÅñ Ã¿ì¿Çèå ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò»

êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô» Áå¶ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í Ô¹ä ÁÃÆº ÃËÕôé AB.B Çò¼Ú

ÚðÚÅ ÕÆåÆ Ô¯ÂÆ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» Çò¼Ú Çéò¶ô çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ òðäé Õð»×¶Í Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ ù

ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ Õð»×¶Í ÁÅÀ° Ô¹ä ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ êÌÇåÇì³èÅ çÅ ÁÅñ¶Ö ÖÆÚÆÂ¶Í

5x + y  100 ... (1)

x + y  60 ... (2)

x  0 ... (3)

y  0 ... (4)

ÇÂÃ êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå

Ö¶åð)Çò¼Ú ÁÃîÅéåÅò» (1)Áå¶ (4)å¼Õ,

ç¹ÁÅðÅ Çéïå ÃÅð¶ Áðèåñ» ç¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈÁ»

ç¹ÁÅðÅ ÇéðÇîå ÔË ÇÂÃ Ö¶åð Çò¼Ú Ôð¶Õ Çì³çÈ

òêÅðÆ ù î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» Çò¼Ú Çéò¶ô Õðé ç¶

ñÂÆ Áé°Õ±ñåî ÇòÕñê çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

ÇÂÔ Ö¶åð Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Áé°Õ±ñåî Ö¶åð

ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË(ÇÚ¼åð AB.A)AÇÂÃ Ö¶åð çÅ Ôð¶Õ

Çì³çÈ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ
ÇÚ¼åð AB. A
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ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº Çéîé ù êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» :

À°êï°Õå Ö¶åð (Feasible Ragion) Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶

×ËðÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è x, y  0 ÁèÆé ÃÅð¶ êÌÇåì¿è» ç¹ÁÅðÅ Çéïå Ã»ÞÅ Ö¶åð (Ü» Ô¼ñ Ö¶åð)
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÚ¼åð AB.A Çò¼Ú Ö¶åð OABC(ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå)Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð

ÔËÍ À°êï°Õå Ö¶åð å¯º ÇÂñÅòÅ Ü¯ Ö¶åð ÔË À°Ã ù ×Ëð À°êï°Õå Ö¶åð ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

À°êï°Õå Ô¼ñ ÃîÈÔ : À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× Áå¶ ÃÆîÅ ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ êÌÇåÇì³è» ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ

ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÚ¼åð AB.A Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð OABC ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× Áå¶ ÃÆîÅ ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ

Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ ù êÌçðÇôå Õðç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ(10]50)Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ

À°êï°Õå Ô¼ñ ÔË Áå¶ ÇÂÃ¶ åð·» Çì³çÈ(0]60)](20]0)ÁÅÇç òÆ Ô¼ñ ÔéÍ

À°êï°Õå Ô¼ñ ç¶ ìÅÔð çÅ Õ¯ÂÆ òÆ Çì³çÈ ×Ëð À°êï°Õå Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ

Çì³çÈ(25]40)Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×Ëð À°êï°Õå Ô¼ñ ÔéÍ

Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ : À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ç¯ À°ç¶ô ëñé çÅ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ(ÁÇèÕåî Ü»

ÇéÀ±éåî)ç¶ò¶, ÇÂ¼Õ À°êï°Õå Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð OABC Çò¼Ú Ôð¶Õ Çì³çÈ(1)å¯º(4)å¼Õ Çò¼Ú Çç¼å¶ ÃÅð¶

êÌÇåì¿è» ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔË Áå¶ ÁÇÜÔ¶ Áé§å Çì³çÈ ÔéÍ ÇÂÔ Ãê¼ôà éÔÆº ÔË ÇÕ ÁÃÆº À°ç¶ô ëñé

Z = 250x + 75y ç¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ òÅñ¶ Çì³çÈÁ» ù ÇÕÃ åð·» êåÅ Õðé çÅ À°êðÅñÅ ÕðÆÂ¶Í ÇÂÃ

ÃÇæåÆ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Çéîé ÇæÀ±ðî» çÅ À°êï¯× Õð»×¶ Ü¯ ÇÕ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò»

ù Ô¼ñ Õðé Çò¼Ú î¹¼ãñÅ ÇÃè»å(ÁèÅðíÈå)ÔËÍ ÇÂÔé» ÇæÀ±ðî» ç¶ ÃìÈå ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÇòôÅ òÃå±

å¯º ìÅÔð ÔéÍ

ÇæÀ±ðî A. î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ R À°êï°Õå Ö¶åð* (À°µåî ìÔ¹í¹Ü)ÔË

Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ Z = ax + by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Üç¯º Z çÅ ÇÂ¼Õ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ (ÁÇèÕåî Ü»

ÇéÀ±éåî)Ô¯ò¶ ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è» éÅñ Ã¿ì¿Çèå Úñ x Áå¶ y ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ

Ô¯ò¶ å» Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Õ¯é¶(ÇÃÖð)å¶ ØÇàå Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ

ÇæÀ±ðî B. î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ R À°êï°Õå Ö¶åð ÔË Áå¶ Z = ax

+ by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Ü¶Õð R êÌÇì¿èå Ö¶åð Ô¯ò¶ å» À°ç¶ô ëñé Z, R Çò¼Ú ç¯ò¶º ÁÇèÕåî Áå¶

ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ð¼ÖçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ R ç¶ Õ¯é¶ Çì³çÈ (corner)(ÇÃÖð)å¶ ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð R ×Ëð êÇÌåì¿è ÔË å» À°ç¶ô ëñé çÅ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº òÆ Ô¯

ÃÕçÆ ÔËÍ Çëð òÆ Ü¶Õð ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔË å» R ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ å¶ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË (ÇæÀ±ðî A ç¶ Áé°ÃÅð)
À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú êÌÇåì¿è(À°êï°Õå)Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ O, A, B Áå¶ C Ôé Áå¶

Çì³çÈÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ ÕðéÅ Ãðñ ÔË ÇÜò¶º (0, 0), (20, 0), (10, 50) Áå¶ (0, 60) ´îòÅð

ÇÃÖð Çì³çÈ ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» Çì³çÈÁÅ å¶ Z çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ
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Z çÅ î¹¼ñ ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË :

* À°êï°Õå Ö¶åð çÅ Õ¯é» Çì³çÈ Ö¶åð çÅ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ô¹¿çÅ ÔË Ü¯ ç¯ ð¶ÖÅò» çÅ ÕÅà Çì³çÈ ÔËÍ

** ÇÂ¼Õ ÕÅà ð¶ÖÆ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶Õð À°Ô ÇÂ¼Õ Ú¼Õð ç¶ Á³åð×å ÃÆîÅì¼è ÕÆåÅ ÜÅ

ÃÕçÅ ÔË éÔÆº å» ÇÂÃ é±¿ ×Ëð ÃÆîÅì¼è ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ×Ëð ÃÆîÅì¼è å¯º Áðæ ÔË ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇÕÃ¶ òÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÁÃÆÇîå ðÈê Çò¼Ú

òèÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÁÃÆº ÇéðÆÖä Õðç¶ Ô» ÇÕ òêÅðÆ ù Çéò¶ô ï¯ÜéÅ (10]50)ÁðæÅå 10î¶÷» Áå¶ E@

Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä Çò¼Ú ÁÇèÕåî ñÅí Ô¯ò¶×ÅÍ

ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú Çéîé êç» çÅ Ã¹î¶ñ ÔË :

1. ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð êåÅ Õð¯ Áå¶ À°Ãç¶ Õ¯é» Çì³çÈÁ»(ÇÃÖð)ù Ü»

å» ÇéðÆÖä ç¹ÁÅðÅ Ü» ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ ù ç¯ ð¶ÖÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðé» ù Ô¼ñ ÕðÕ¶ À°Ã

Çì³çÈ ù êåÅ Õð¯Í

2. À°ç¶ô ëñé Z = ax + by çÅ î¹¼ñ Ôð¶Õ Õ¯é¶ Çì³çÈ å¶ êåÅ Õð¯Í î³ÇéÁÅ ÇÕ M Áå¶ m, ´îòÅð

ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» å¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌçðÇôå Õðç¶ ÔéÍ

3. (i) Üç¯º À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ (bounded) ÔË, M Áå¶ m, Z ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî

î¹¼ñ ÔéÍ

(ii) ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú Üç¯º À°êï°Õå Ö¶åð ×Ëð ÇØÇðÁÅ Ô¯ò¶ å» ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÇòèÆ çÅ

À°êï¯× Õðç¶ Ô»Í

4. (a) M ù Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ñËºç¶ Ô» Ü¶Õð ax + by > M ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Áðè åñ çÅ Õ¯ÂÆ

Çì³çÈ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú éÅ êò¶ éÔÆº å» Z çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

(b) ÇÂÃ åð·», m, ù Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ñËºç¶ Ô» Ü¶Õð ax + by < m ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ö¹¼ñ·¶

Áðè åñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ã»ÞÅ éÔÆº ÔËÍ éÔÆº å» Z çÅ Õ¯ÂÆ ÇéÀ±éåî

î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» ç¶ ç¹ÁÅðÅ Õ¯é» ÇòèÆ ç¶ êç» ù Ãêôà Õð»×¶ :

À°çÅÔðä A. ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯ :

Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð :

x + y  50 ... (1)

À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ

O (0,0) 0

A (0,60) 4500

B (10,50) 6250  ÁÇèÕåî

C (20,0) 5000
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3x + y  90 ... (2)

x  0, y  0 ... (3)

Z = 4x + y çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð AB.B Çò¼Ú ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð (1)å¯º (3)ç¶ êÇðì¿è» çÆ êÌäÅñÆ ç¹ÁÅðÅ

ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð ÔËÍ ÁÃÆº ÇéðÆÖä Õðç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð OABC ÃÆîÅì¼è ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ ÁÃÆº Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¯é» Çì³çÈ ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õð»×¶Í

ÇÚ¼åð AB. B

Õ¯é» Çì³çÈ Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ

(0, 0) 0

(30, 0) 120  ÁÇèÕåî

(20, 30) 110

(0, 50) 50

Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» O, A, B Áå¶ C ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ´îòÅð : (0, 0), (30, 0), (20, 30) Áå¶ (0, 50) ÔéÍ

Ô¹ä Ôð¶Õ Õ¯é¶ Çì³çÈ å¶ Z çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í

ÇÂÃ åð·» : Çì³çÈ(30]0)å¶ Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 120ÔËÍ

À°çÅÔðä B. ÁÅñ¶Ö ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯Í

Çéîé êÇðì¿è» ç¶ åÇÔå

x + 2y  10 ... (1)

3x + 4y  24 ... (2)

x  0, y  0 ... (3)

Z = 200 x + 500 y çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð AB. C Çò¼Ú ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð (1)å¯º (3)ç¶ êÇðì¿è» çÆ êÌäÅñÆ ç¹ÁÅðÅ

ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð ABC ÔË Ü¯ ÃÆîÅì¼è ÔËÍ é°¼Õð Çì³çÈÁ» A, B Áå¶ C ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ´îòÅð

: (0, 5), (4, 3) Áå¶ (0, 6) ÔéÍ ÇÂÔé» Çì³çÈÁÅ å¶ Z = 200x + 500y çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
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ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ(4]3)å¶ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Rs 2300êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä C. ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Çéîé Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯ :

Çéîé êÇðì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð

x + 3y  60 ... (1)
x + y  10 ... (2)

x  y ... (3)
x  0, y  0 ... (4)

Z = 3x + 9y çÅ ÇéÀ±éåî Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Ãí åº̄ êÇÔñ» ÁÃÆº(1)åº̄(4)å¼Õ çÆÁ» ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ ç¶ À°êï°Õå Ö¶åð çÅ ÁÅñ¶Ö

ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í À°êï°Õå Ö¶åð ABCD ù ÇÚ¼åð AB. D Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Ö¶åð ÃÆîÅì¼è /ÇØÇðÁÅ

ÇÚ¼åð AB. C

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ

(0, 5) 2500

(4, 3) 2300  ÇéÀ±éåî

(0, 6) 3000

ÇÚ¼åð AB. D

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z ç¶ Ã¿× î¹¼ñ

Z = 3x + 9y

A (0, 10) 90
B (5, 5) 60

C (15, 15) 180
D (0, 20) 180

ÇéÀ±éåî

ÁÇèÕåî

(ìÔ¹ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ)


}
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(bounded) ÔËÍ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» A, B, C Áå¶ D ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ´îòÅð : (0, 10), (5, 5), (15,15) Áå¶ (0,

20) ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº Z ç¶ ÇéÀ±éåî Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¯éÅ Çì³çÈ ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õðç¶

Ô»Í

ÃÅðäÆ å¯º ÁÃÆº À°êï°Õå Ö¶åð Çì³çÈ B(5]5)å¶ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ F@ êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ç¯ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» Ôð¶Õ C (15, 15) Áå¶ D (0, 20) å¶ AB@

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú, Ãî¼ÇÃÁÅ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» C Áå¶ D, å¶ ÃîÅé

Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ð¼ÖçÆ ÔË, ÁðæÅå ç¯ò¶º Çì³çÈ À°Õå ÁÇèÕåî î¹¼ñ AH@ À°åê³é Õðç¶ ÔéÍ ÁÇÜÔÆÁ»

ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú ç¯ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ ð¶ÖÅ Ö³â CD å¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ Áå¶ C Áå¶ D òÆ ÇÂ¼Õ ÔÆ

ÁÇèÕåî î¹¼ñ Çç³ç¶ Ô»Í ÇÂÔ À°Ã ÃÇæåÆ Çò¼Ú òÆ Ã¼Ú ÔË Ü¶Õð ç¯ Çì³çÈ À°Õå ÇéÀ±éåî î¹¼ñ À°åê³é

Õðç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä D. ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ À°ç¶ô ëñé Z = –50x + 20y çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÇéîéÇñÖå

êÇðì¿è» ç¶ åÇÔå êåÅ Õð¯ :

2x – y  – 5 ... (1)

3x + y  3 ... (2)

2x – 3y  12 ... (3)

x  0, y  0 ... (4)

Ô¼ñ : Ãí å¯º êÇÔñ» ÁÃÆº(1)å¯º (4)å¼Õ ç¶ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ ç¹ÁÅðÅ À°êï°Õå Ö¶åð çÅ

ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð AB. E Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð(ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå)ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇéðÆÖä

Õ¯é¶ Çì³çÈ Z = – 50x + 20y

(0, 5) 100
(0, 3) 60
(1, 0) –50

(6, 0) – 300  Ãí åº̄ Ø¼à

ÇÚ¼åð AB. E
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Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº é°¼Õð Çì³çÈÁ» å¶ Z çÅ îÅé òÆ êåÅ Õð»×¶ :

ÃÅðäÆ å¯º ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ Õ¯éÅ Çì³çÈ(6]0)å¶ Z çÅ Ãí å¯º Ø¼à î¹¼ñ -C@@ ÔË? ÕÆ

ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ -C@@ ÔË? ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ü¶Õð Ö¶åð ÇØÇðÁÅ Ô¹¿çÅ å»

ÇÂÔ Z çÅ Ãí å¯º Ø¼à î¹¼ñ(ÇæÀ±ðî B å¯º)Ô¹¿çÅÍ êð¿å± ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð

ÁäÇØÇðÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ -C@@]Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¯ òÆ ÃÕçÅ ÔË Áå¶ éÔÆº òÆÍ ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ

çÅ ÇÃ¼àÅ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÁÃîÅéåÅò» çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í

– 50x + 20y < – 300

ÁðæÅå – 5x + 2y < – 30
Áå¶ Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ö¹¼ñ¶ Áðè åñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Ã»Þ» Çì³çÈ ÔË Ü»

éÔÆºÍ Ü¶Õð ÇÂÃ Çò¼Ú Ã»ÞÅ Çì³çÈ ÔË, å» Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ -C@@ éÔÆº Ô¯ò¶×ÅÍ éÔÆº å» Z çÅ

ÇéÀ±éåî î¹¼ñ-C@@ Ô¯ò¶×ÅÍ

ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð AB. E Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Z = –50 x + 20 y, çÅ Çç¼å¶ Ô¯Â¶

êÌÇåì¿è» ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇéÀ±éåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú ÕÆ å°ÃÆº Ü»Ú Õð ÃÕç¶ Ô¯ ÇÕ Z = – 50 x + 20 y,(0]5)å¶

ÁÇèÕåî î¹¼ñ A@@ ð¼ÖçÅ ÔË? ÇÂÃ ç¶ ñÂÆ, Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÕÆ – 50 x + 20 y > 100 çÅ ÁÅñ¶Ö

À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ éÅñ Ã»ÞÅ Çì³çÈ ð¼ÖçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä E. ÇéîéÇñÖå êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå Z = 3x + 2y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

x + y  8 ... (1)
3x + 5y  15 ... (2)
x  0, y  0 ... (3)

Ô¼ñ : ÁÃîåÅò» (1)å¯º (3)çÅ ÁÅñ¶Ö

ÇÖ¼Ú¯(ÇÚ¼åð AB. F)AÕÆ Õ¯ÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð

ÔË? ÇÂÔ ÁÇÜÔÅ ÇÕÀ°º ÔË?

ÇÚ¼åð AB.F å¯º å°ÃÆº êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô¯ ÇÕ

ÁÇÜÔÅ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ éÔÆº ÔË Ü¯ ÃÅð¶ êÌÇåì¿è» ù

ÇÂ¼Õ òÅð Ã¿å°ôà Õð ÃÕ¶Í ÇÂÃ åð·» Ãî¼ÇÃÁÅ

çÅ À°êï°Õå Ô¼ñ éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ : À°çÅÔðä» å¯º ÇÜÔé» çÆ Çòò¶ÚéÅ

ÁÃÆº Ô¹ä å¼Õ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÜÃ ç¶ ÁèÅð å¶

ÁÃÆº Õ°Þ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» çÅ ÁÅî

Çòô¶ôåÅò» çÅ òðäé Õðç¶ Ô»Í

ÇÚ¼åð AB. F
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(1) À°êï°Õå Ö¶åð Ôî¶ôÅ À°µåñ ìÔ¹í¹Ü Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(2) À°ç¶ô ëñé çÅ ÁÇèÕåî (Ü» ÇéÀ±éåî)Ô¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð (Õ¯é¶ å¶) ÃÇæå

Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð À°ç¶ô ëñé ç¶ ç¯ Õ¯é¶ ç¶ Çì³çÈ (ÇÃÖð) ÇÂ¼Õ ÔÆ ÁÇèÕåî (Ü» ÇéÀ±éåî)
î¹¼ñ êÌçÅé Õðç¶ Ôé å» ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ Ôð¶Õ Çì³çÈ òÆ ÃîÅé

ÁÇèÕåî(Ü» ÇéÀ±éåî)î¹¼ñ ç¶ò¶×ÅÍ

ÁÇíÁÅÃ AB.A

ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ å¯º Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õð¯ :

1. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå Z = 3x + 4y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x + y  4, x  0, y  0

2. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = – 3x + 4 y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y  8, 3x + 2y  12, x  0, y  0

3. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 5x + 3y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

3 x + 5y 15, 5x + 2y  10, x  0, y  0

4. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 3x + 5y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

x + 3y  3, x + y  2, x, y  0

5. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 3x + 2y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y 10, 3x + y  15, x, y  0

6. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + 2y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

2x + y 3, x + 2y  6, x, y  0

ÇçÖÅú ÇÕ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ç¯ Çì³çÈÁ» å¯º ò¼è Çì³çÈÁ» å¶ ØÇàå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

7. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 5x + 10 y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Áå¶ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y  120, x + y  60, x – 2y  0, x, y  0

8. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + 2y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Áå¶ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y  100, 2x – y 0, 2x + y  200; x, y  0

9. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = – x + 2y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x  3, x + y  5, x + 2y  6, y  0

10. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x – y –1, –x + y  0, x, y  0
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ÃÅð-Á³ô

 ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ À°Ô Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Ü¯ ÕÂÆ Úñ» ç¶ ð¶ÖÆ ëñé ç¶ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ

(ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî)ù êåÅ Õðé éÅñ Ã¿ì¿Çèå ëñé ù À°ç¶ô ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

Üç¯º êÌÇåì¿è ÇÂÔ Ô¯ò¶ ÇÕ Úñ ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ô¯ä Áå¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò»(ÇÜÔé» ù ð¶ÖÆ

êÌÇåì¿è ÕÇÔ³ç¶ Ôé)ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ô¯äÍ Úð» ù Õç¶-Õç¶ ÇéðäÅÇÂÕ Úð ÕÇÔ³ç¶ Ôé

Áå¶ ×Ëð ÇðäÅåîÕ ÔéÍ

ÇÂÇåÔÅÃÕ Çà¼êäÆ

çÈÜ¶ Çòôò ï°¼è Çò¼Ú, Üç¯º ï°¼è Ã¿ÚÅñé çÆ ï¯ÜéÅ ìäÆ, ÇÜÃ éÅñ ç¹ôîä» ù ÇéÀ±éåî

ñÅ×å å¶ ÁÇèÕåî ÔÅéÆ êÔ¹¿Ú¶, ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ÇòèÆ Ô¯ºç Çò¼Ú ÁÅÂÆÍ

ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ç¶ Ö¶åð Çò¼Ú êÇÔñÆ êÌ¯×ðÅÇî³× çÅ ÃÈåðÆÕðä ðÈÃÆ ×ÇäåÕÅð L.Kantoro

Vich Áå¶ ÁîðÆÕÆ ÁðæôÅôåðÆ F.L.Hitch Cock é¶ 1941Çò¼Ú Çç¼å¶Í ç¯ò» é¶ Ãòå¿åð

ðÈê Çò¼Ú Õ¿î ÕÆåÅÍ ÇÂÃ êÌ¯×ðÅÇî³× ù ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ éÅî éÅñ ÜÅÇäÁÅ Ç×ÁÅÍ Ã¿é

AIDE Çò¼Ú Á³×ð¶÷ ÁðæôÅôåðÆ G.Stigler é¶ ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ åÇÔå Áé°Õ±ñåî

ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ òðäé ÕÆåÅÍ Ã¿é AIDG Çò¼Ú G.B. Dantzig é¶ ÇÂ¼Õ Çéê¹¿é ÇòèÆ

Ü¯ SIMPLEX METHOOD ç¶ éÅñ êÌÇÃ¼è ÔË çÅ Ã¹ÞÅÁ Çç¼åÅ Ü¯ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù

ÃÆîå åçìÆð» (Steps) Çò¼Ú Ô¼ñ Õðé çÆ Ãîð¼æ ÇòèÆ ÔËÍ

ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ÇòèÆ å¶ Áð¿ÇíÕ Õ¿î Õðé ç¶ ÕÅðé Ã¿é AIGE Çò¼Ú L.Katorovich Áå¶

ÁîðÆÕÆ ×Çäå ÁðæôÅôåðÆ T.C.Koopmans ù Áðæ ôÅôåð Çò¼Ú é¯ìñ ê¹ðÃÕÅð êÌçÅé

ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ Õ¿ÇêÀ±àð ç¶ ÁÅ×îé Áå¶ ÷ðÈðÆ ÃÅëàò¶Áð ç¶ ÁÅ×îé ç¶ éÅñ ÕÂÆ Ö¶åð» çÆÁ»

ÜÇàñ Ãî¼ÎÃÁÅò» Çò¼Ú ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× îÅâñ çÅ À°êï¯× ìÔ¹å Ö¶åð» Çò¼Ú ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ
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The Theory of probabilities is simply the science of logic

quantitatively treated – C.S. PEIRCE

13.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÃÆ Ã¿íÅòéÅ ù ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌï¯×

çÆÁ» ØàéÅò» ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÁÇéôÚÇååÅ çÆ îÅê ç¶ ðÈê

Çò¼Ú êÇó·ÁÅ ÃÆÍÁÃÆðÈÃÆ×Çäå ÇòÇ×ÁÅéÆ Â¶.ÁËé.Õ½ñî̄×ðì̄

(1903&1987)ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÃòËÇÃ¼è ÇçzôàÆÕ¯ä çÅ ÇÂÃå¶îÅñ

ÕÆåÅ ÃÆ Áå¶ Ã¿íÅòéÅ ù êÌï¯× ç¶ éåÆÇÜÁ» å¶ êÇðíÅôÅ ëñé

ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÃÆÍ ÁÃÆ Ãî&Ã¿íÅòÆ éåÆÇÜÁ» çÆ ÔÅñå

Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÃòËÇÃ¼è ÇçzôàÆÕ¯ä Áå¶ ÕñÅÃÆÕñ ÇÃè»åÅ

(classical theory) çÆ Ãîå°ñåÅ òÆ ÃæÅÇêå ÕÆåÆ ÃÆÍ ÇÂÃ

Ãîå°ñåÅ ç¶ ÁÅèÅð å¶ ÁÃÆ Çòñ¼× ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÆÁ» ØàéÅò»

çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ ÕÆåÆ ÃÆÍ ÁÃÆº Ã¿íÅòéÅ ç¶ Ü¯ó Çéïî çÅ òÆ

ÁÇèÁËéÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆ ÇÕÃ¶ ØàéÅçÆìÅôðå

Ã¿íÅòéÅ (conditionalprobability) ìÅð¶ ÇòÚÅð Õð»×¶]Üçº̄ ÇÕ

ÇÕÃ¶ Ô¯ð ØàéÅ ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ ÃÅâ¶ Õ¯ñ Ô¯ò¶, Áå¶

ÇÂÃ îÔ¼åòêÈðé èÅðéÅ çÆ îçç å¯º ì¶ï÷&êÌî¶ï (Bayes' theorem), Ã¿íÅòéÅ çÅ ×¹äÅ Çéïî

Áå¶ Á÷Åç ØàéÅò» ìÅð¶ ÃîÞ»×¶Í

13.2 ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ (Conditional Probability)

Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆ ÇÕÃ¶ ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé å¶ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆ ÇÕÃ¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ

(sample space) çÆÁ» ç¯ ØàéÅò» Çç¼åÆ Ô¯ä å», ÕÆ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ØàéÅ ç¶ ØÇàå Ô¯¯ä çÆ ÃÈÚéÅ çÈÜÆ

ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ å¶ Ô¯ò¶×Å?

ÁÅÀ° ÇÂÃ êÌôé ç¶ À°µåð ñÂÆ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì¶ (fair) êÌï¯× å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ ÇÜÃç¶ éåÆÜ¶

Ãî&Ã¿íÅòÆ ÔéÍ

ÁÇèÁÅÇÂ

Ã¿íÅòéÅ Probability

13

Pierre de Fermat
(1601-1665)

418
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ÁÅÀ° Ô¹ä Çå¿é Çéðê¼Ö (fair) ÇÃ¼ÇÕÁ» ù À°ÛÅñä ç¶ êÌï¯× å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í ÇÂÃ êÌï¯× çÅ

ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:

S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÃ¼Õ¶ Çéðê¼Ö Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ Ôð¶Õ ò¿é×Æ Çì³çÈ çÆ Ã¿íÅòéÅ
1

8
î¿é ÃÕç¶

Ô»Í î³é ñÀ° E ØàéÅ ¶Ø¼à¯&Ø¼à ç¯ ÇÚ¼å ÁÅÀ°ä¸Áå¶ F ØàéÅ ¶êÇÔñ¶ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅÀ°äÅ¸ù

ÇñÖç¶ Ô»:

å» E = {HHH, HHT, HTH, THH}

Áå¶ F = {THH, THT, TTH, TTT}

ÇÂÃ ñÂÆ P(E) = P ({HHH}) + P ({HHT}) + P ({HTH}) + P ({THH})

=
1 1 1 1 1

8 8 8 8 2
    (ÇÕÀ°º?)

Áå¶ P(F) = P ({THH}) + P ({THT}) + P ({TTH}) + P ({TTT})

=
1 1 1 1 1

8 8 8 8 2
   

éÅñ ÔÆ E F = {THH}

ÇÂÃ ñÂÆ P(E F) = P({THH}) =
1

8

Ô¹ä î³é ñÀ° ÃÅù Çç¼åÅ ÔË ÇÕ êÇÔñ¶ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅÀ¹ºçÅ ÔË íÅò ØàéÅ F ØÇàå Ô¯ÂÆ ÔË, å»

ØàéÅ E çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË? F ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ å¶ ÇÂÔ ÇéôÇÚå ÔË ÇÕ E çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ

Õðé ñÂÆ À°ÔéÅ ò¿é×Æ Çì³çÈÁ» å¶ ÇòÚÅð éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅò¶×Å ÇÜÔéÅ Çò¼Ú êÇÔñ¶ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà éÔÆº

ÔËÍ ØàéÅ E ñÂÆ ÇÂÃ ÃÈÚéÅ å¯º ò¿é×Æ ÃîÈÔ S å¯º ØàÅ Õ¶ ÇÂÃçÅ À°ê-ÃîÈÔ F ìä Ç×ÁÅ ÔËÍ Ô¯¯ð

ôìçÅ Çò¼Ú, ÇÂÃ ìÅÕÆ ÃÈÚéÅ é¶ ÃÅé± ÁÃñ Çò¼Ú À°Ô ç¼ÇÃÁÅ ÔË ÇÕ ÔÅñÅå ù ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ éò¶º

ì¶åðåÆì¶ êÌï¯¯× å¶ ðÈê Çò¼Ú ÃîÞäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË ÇÜÃçÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ Õ¶òñ À°Ôé» éåÆÇÜÁ» çÅ

ÃîÈÔ ÔË ÇÜÔó¶ ÇÕ ØàéÅ F ç¶ éÅñ ÔéÍ

Ô¹ä F çÅ À°Ô ò¿é×Æ Çì³çÈ ÇÜÔóÅ E çÆ Áé±Õ±ñ ÔË, THH ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

F ù ò¿é×Æ ÃîÈÔ î³éç¶ Ô¯¯Â¶ ØàéÅ E çÆ Ã¿íÅòéÅ =
1

4

Ü» F ç¶ ØÇàå Ô¯¯ä å¶ E çÆ Ã¿íÅòéÅ =
1

4
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ØàéÅ E çÆ Ã¿íÅòéÅ ù ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ Üç¯µ ÇÕ êåÅ ÔË ÇÕ ØàéÅ F ØÇàå Ô¯

Ú¹¼ÕÆ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù P (E|F) ðÅÔÆº ÇñÖç¶ Ô»Í

íÅò P(E|F) =
1

4

é¯à Õð¯ ÇÕ F ç¶ À°Ô å¼å ÇÜÔó¶ ØàéÅ E ç¶ òÆ Ã¿×å Çò¼Ú Ôé]E Áå¶ F ç¶ Ã»Þ¶ å¼å Ô¹¿ç¶

Ôé, íÅò E F ç¶ ò¿é×Æ Çì³çÈ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ØàéÅ E çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ, Üç¯º ÇÕ êåÅ Ô¯ò¶ ÇÕ ØàéÅ F ØÇàå Ô¯ Ú¹¼ÕÆ ÔË,

ù Ô¶á» ÇñÖÆ åð·» êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô» :

=
(E F)

(F)

n

n



Ô¹ä Á³ô Áå¶ Ôð ù ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ å¼å» çÆ Õ°ñ Ç×äåÆ å¯º íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ P (E|F)

Ô¶á» Çç¼å¶ êÌÕÅð å¯º ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË%

P(E|F) =

(E F)

P(E F)(S)

(F) P(F)
(S)

n

n

n

n




 ... (1)

é¯à Õð¯ ÇÕ (1)å» ÔÆ î³éä ï¯× ÔË Üç¯º ÇÕ P(F)  0 íÅò F (ÇÕÀ¹º ?)

ÇÂÃñÂÆ ÁÃÆº ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ù Ô¶á ÇñÖ¶ åðÆÕ¶ éÅñ êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

êÇðíÅôÅ A: Ü¶Õð E Áå¶ F ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì¶ êÌï¯× ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ å¯º Ã¿ì¿Çèå ç¯ ØàéÅò» Ôé, å»

F ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ å¶]E çÆ Ã¿íÅòéÅ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃÈåð å¯¯º êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË%

P(E|F) =
P(E F)

P(F)


, Üç¯¯º ÇÕ P(F)  0 ÔËÍ

13.2.1 ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of conditional probability)

î³é ñÀ° ÇÕ E Áå¶ F ÇÕÃÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÆ ç¯ ØàéÅò» Ôé:

Çòô¶ôåÅ A P (S|F) = P (F|F) = 1

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ P(S|F) =
P(S F) P(F)

1
P(F) P(F)


 

P(E|F) =
(E F)

F

 oQsvuoqwQyifzrn'kZfcnaqvksadhl[a;k
oQsvuoqwQyifzrn'kZfcnavqksadhl[a;k

ç¶ Áé°Õ±ñ ò¿é×Æ Çì³çÈÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ

ç¶ Áé°Õ±ñ ò¿é×Æ Çì³çÈÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ
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éÅñ ÔÆ P(F|F) =
P(F F) P(F)

1
P(F) P(F)


 

ÇÂÃ ñÂÆ P(S|F) = P(F|F) = 1

Çòô¶ôåÅ B Ü¶Õð A Áå¶ B ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÆ Õ¯¯ÂÆ ç¯ ØàéÅò» Ôé Áå¶ F ÇÂ¼Õ Ô¯¯ð ØàéÅ ÇÂÃ

êÌÕÅð ÔË ÇÕ P(F)  0, å»,

P[(A  B)|F)] =P(A|F) + P(B|F) – P[(A  B)|F]

ÖÅÃ å½ð å¶, Ü¶Õð A Áå¶ B ÁÅêÃ éÅ- Ü¹óÆ ØàéÅò» Ô¯ä å»,

P[(AB)|F)] = P(A|F) + P(B|F)

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

P[(AB)|F)] =
P[(A B) F]

P(F)

 

=
P[(A F) (B F)]

P(F)

  

(ÃîÈÔ» çÆ ÕÅà å¶ Ã¿Ø ç¶ ò¿â Çéïî ðÅÔÆº)

=
P(A F)+P(B F) – P(A B F)

P(F)

   

=
P(A F) P(B F) P[(A B) F]

P(F) P(F) P(F)

   
 

= P(A|F) + P(B|F) – P(AB|F)

Üç¯º A Áå¶ B ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ- Ü¹ó¶ Ô¯ä å»

P[(A  B)|F)] = 0

 P[(A B)|F)] = P(A|F) + P(B|F)

ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º A Áå¶ B ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ- Ü¹óÆ ØàéÅò» Ô¯ä å», P(AB) = P(A|F) + P(B|F)

×¹ä C P (E|F) = 1 – P(E|F)

×¹ä 1å¯º ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ P (S|F) = 1

 P [(E E)|F)] = 1 ÇÕÀ°ºÇÕ S = E E

 P (E|F) + P (E|F) =1 ÇÕÀ°ºÇÕ E Áå¶ E ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ- Ü¹óÆ ØàéÅò» Ôé

ÇÂÃ ñÂÆ P (E|F) = 1  P (E|F)

ÁÅÀ° Ô¹ä Õ°Þ À°çÅÔðä» ñÂÆÂ¶Í

×Çäå
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À°çÅÔðä A: Ü¶Õð P (A) =
7

13
, P (B) =

9

13
Áå¶ P (A  B) =

4

13
, å» P (A|B) êåÅ Õð¯Í

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

4
P(A B) 413P(A|B) =

9P(B) 9
13


 

À°çÅÔðä B: ÇÂ¼Õ êÇðòÅð Çò¼Ú ç¯ ì¼Ú¶ ÔéÍ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ Ô¯ò¶ ÇÕ ì¼ÇÚÁ» ÇòÚ¯º Ø¼à¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ ì¼ÚÅ

ñóÕÅ ÔË, å» ç¯ò¶º ì¼ÇÚÁ» ç¶ ñóÕÅ Ô¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

Ô¼ñ: î³é ñÀ° b ñóÕ¶ ù Áå¶ g ñóÕÆ ù çðÃÅÀ¹ºç¶ ÔéÍ êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË%

S = {(b,b), (g,b), (b,g), (g,g)}

î³é ñÀ° E Áå¶ F ´îòÅð%Ô¶á ÇñÖÆ ØàéÅò» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé:

E : ç¯ò¶º ì¼Ú¶ ñóÕ¶ Ôé

F : ì¼ÇÚÁ» Çò¼Ú¯º Ø¼à¯-Ø¼à ÇÂ¼Õ ñóÕÅ ÔË

å» E = {(b,b)} Áå¶ F = {(b,b), (g,b), (b,g)}

Ô¹ä EF = {(b,b)}

ÇÂÃ ñÂÆ P(F) =
3

4
Áå¶ P (EF ) =

1

4

ÇÂÃ ñÂÆ P(E|F) =

1
P(E F) 14

3P(F) 3
4


 

À°çÅÔðä C: ÇÂ¼Õ ìÕÃ¶ Çò¼Ú ç¼Ã ÕÅðâ Aå¯º A@ å¼Õ å¶ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ÇñÖ Õ¶ ð¼Ö¶ Ô¯Â¶ Ôé Áå¶
À°ÔéÅ ù Ú¿×Æ åð·» ÇîñÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ìÕÃ¶ å¯º ÇÂ¼Õ ÕÅðâ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ÇãÁÅ Ç×ÁÅÍ
Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ Ô¯ò¶ ÇÕ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ÕÅðâ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 3å¯º ò¼è ÔË, å» ÇÂÃ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ÇÜÃå Ô¯ä çÆ ÕÆ
Ã¿íÅòéÅ ÔË?

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ A ØàéÅ ÒÕ¼ã¶ Ô¯Â¶ ÕÅðâ å¶ ÇÜÃå Ã¿ÇÖÁÅ ÔË Ó Áå¶ B ØàéÅ Ò Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ÕÅðâ å¶

Ã¿ÇÖÁÅ 3å¯º ò¼âÆ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÃÅù P(A|B) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

ÇÂÃ êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË%S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

å» A = {2, 4, 6, 8, 10}, B = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

Áå¶ A B = {4, 6, 8, 10}

Ã¿íÅòéÅ
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Ô¹ä P(A) =
5 7 4

, P(B) = P(A B)
10 10 10

 vkSj

å» P(A|B) =

4
P(A B) 410

7P(B) 7
10


 

À°çÅÔðä D: ÇÂ¼Õ ÃÕ±ñ Çò¼Ú1000ÇòÇçÁÅðæÆ Ôé, ÇÜÔé» Çò¼Ú¯¯º430ñóÕÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔ êåÅ ÔË

ÇÕ 430Çò¼Ú¯º10% ñóÕÆÁ» ÜîÅå XII Çò¼Ú êó·çÆÁ» ÔéÍ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆìÆ éÅñ
Ú¹ÇäÁÅ Ô¯̄ÇÂÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ ÜîÅå XII Çò¼Ú êó·çÅ ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯̄ÇÂÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ
ñóÕÆ ÔË?

Ô¼ñ: î³é ñÀ° E ØàéÅ Òì¶åðåÆì éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ ÜîÅå XII Çò¼Ú êó·çÅ ÔË Ó Áå¶ F ØàéÅ

Òì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ ñóÕÆ ÔËÓ ù ÇòÁÕå Õðç¶ ÔéÍ ÃÅù P (E|F) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

Ô¹ä P(F) =
430

0.43
1000

 Áå¶
43

P(E F) = 0.043
1000

  (ÇÕÀ¹º?)

å» P(E|F) =
P(E F) 0.043

0.1
P(F) 0.43


 

À°çÅÔðä E: ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Çå¿é òÅðÆ Ã¹¼àä ç¶ êÌï¯¯× Çò¼Ú ØàéÅ A Áå¶ B ù Ô¶á ÇñÖ¶ åð·»

êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÔË:

A : Ò åÆÜÆ À°ÛÅñ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 4ÁÅÀ°äÅÓ

B : Ò êÇÔñÆ À°ÛÅñ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6Áå¶ çÈÜÆ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 5 ÁÅÀ°äÅÓ

Ü¶Õð B çÅ ØÇàå Ô¯¯äÅ Çç¼åÅ ÔË, å» ØàéÅ A çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ: ò¿é×Æ ÃîÈÔ Çò¼Ú 216 êÇðäÅî ÔéÍ

Ô¹ä, B = {(6,5,1), (6,5,2), (6,5,3), (6,5,4), (6,5,5), (6,5,6)}

A =

(1,1,4) (1,2,4) ... (1,6,4) (2,1,4) (2,2,4) ... (2,6,4)

(3,1,4) (3,2,4) ... (3,6,4) (4,1,4) (4,2,4) ...(4,6,4)

(5,1,4) (5,2,4) ... (5,6,4) (6,1,4) (6,2,4) ...(6,6,4)

 
 
 
 
 

Áå¶ AB = {(6,5,4)}

Ô¹ä P(B) =
6

216
Áå¶ P(A B) =

1

216

å» P(A|B) =

1
P(A B) 1216

6P(B) 6
216


 

×Çäå

Áå¶
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À°çÅÔðä F: ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù ç¯¯ òÅðÆ Ã¼¹ÇàÁÅ Ç×ÁÅ Áå¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÅ Ü¯¯ó 6 êÌÅêå ÕÆåÅ

Ç×ÁÅÍ Ã¿ÇÖÁÅ4ç¶ Ø¼à¯¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅðÆ ÁÅÀ°ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ E ØÇàå Ò Ã¿ÇÖÁÅ4çÅ Ø¼à¯¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅðÆ ÁÅÀ°äÅ Ó Áå¶ F ØàéÅ Ò ç¯¯ò¶º

êÅÇÃÁ» å¶ ÁÅÂÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯¯ó 6 Ô¯¯äÅ Ó ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

å» E = {(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (1,4), (2,4), (3,4), (5,4), (6,4)}
Áå¶ F = {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ P(E) =
11

36
]P(F) =

5

36

Áå¶ EF = {(2,4), (4,2)}

Ô¹ä P(E F) =
2

36
ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË:

P(E|F) =

2
P(E F) 236

5P(F) 5
36


 

Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº À°Ôé» êÌï¯¯× å¶ ÇòÚÅð ÕÆåÅ ÔË ÇÜÔéÅ ç¶ ÃÅð¶ éåÆÜ¶ Ãî- Ã¿íÅòÆ ÃÆÍ ÇÂÔé»

êÌï¯¯×» ñÂÆ ÁÃÆº ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ù êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ Üç¯¯º ÇÕ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ çÆ ÇÂÔ êÇðíÅôÅ,

ÇòÁÅêÕ ðÈê å¯¯º, À°Ã ÔÅñå Çò¼Ú òÆ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË, Üç¯¯ î½ÇñÕ ØàéÅò» Ãî-Ã¿íÅòÆ

éÅ Ô¯¯äÍ Ã¿íÅòéÅ P(E  F) Áå¶ P (F) çÅ êðÆÕñé À°Ã Áé°ÃÅð ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° Ô¶á ÇñÖ¶ À°çÅÔðä» éÅñ ÇÂÃù ÃîÞÆÂ¶ :

À°çÅÔðä G: ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù À°ÛÅñ¶ ÜÅä ç¶ êÌï¯¯× å¶ ÇòÚÅð Õð¯¯Í Ü¶Õð ÇÃ¼Õ¶ å¶ ÇÚ¼å ÁÅò¶ å» ÇÃ¼Õ¶

ù ç¹ìÅðÅ À°ÛÅÇñÁÅ ÜÅò¶ êð Ü¶Õð ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅò¶ å» ÇÂ¼Õ êÅÃÅ Ã¹¼à¯¯Í Ü¶Õð ØàéÅ ÒØ¼à¯¯-Ø¼à

ÇÂ¼Õ ê¼à ÁÅÀ¹äÅÓ çÅ ØÇàå Ô¯¯äÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË å» ØàéÅ

ÒêÅÃ¶ å¶ 4å¯¯º ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁ» çÅ ÁÅÀ¹äÅÓ çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ

êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ: êÌï¯× ç¶ éåÆÜ¶ ÇÚ¼åð13-1Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ ÇÚ¼åð ù ðÈê-ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:

S = {(H,H), (H,T), (T,1), (T,2), (T,3), (T,4), (T,5), (T,6)}
ÇÚ¼åð AC. A

Ã¿íÅòéÅ

êà

ÇÚ¼åð
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ÇÜ¼æ¶ (H,H) çðôÅÀ°ºçÅ ÔË ÎÇÕ ç¯¯ò¶º À°ÛÅñ» å¶ ÇÚ¼å ÁÅÇÂÁÅ

ÔË, Áå¶ (T, i) çðôÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ êÇÔñÆ À°ÛÅñ å¶ êà ÁÅÇÂÁÅ

Áå¶ êÅÃ¶ ù Ã¹¼àä å¶ Ã¿ÇÖÁ» i ÁÅÂÆÍ

ÇÂÃñÂÆ8î½ÇñÕ ØàéÅò» (H,H), (H,T), (T,1), (T,2),

(T,3) (T,4), (T,5), (T,6) çÆ ´îòÅð
1 1 1 1

, , , ,
4 4 12 12

1 1 1 1
, , ,

12 12 12 12
Ã¿íÅòéÅ ÇéðèÅÇðå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË, ÇÜò¶º

ÇÕ ÇÚ¼åð 13-2å¯¯º ÃÅø ÔËÍ

î³é ñò¯¯ F ØàéÅ ÇéðèÅÇðå ÒØ¼à¯¯-Ø¼à ÇÂ¼Õ ê¼à ÁÅÀ¹äÅÓ

Áå¶ E ØàéÅ ÒêÅÃ¶ å¶4å¯¯º ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÁÅÀ¹äÅÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

å» F = {(H,T), (T,1), (T,2), (T,3), (T,4), (T,5), (T,6)}

E = {(T,5), T,6)}vkSjE F = {(T,5), (T,6)}

Ô¹ä P(F) = P({(H,T)}) + P ({(T,1)}) + P ({(T,2)}) + P ({(T,3)}) +

P ({(T,4)}) + P({(T,5)}) + P({(T,6)})

=
1 1 1 1 1 1 1 3

4 12 12 12 12 12 12 4
      

Áå¶ P (E F) = P ({(T,5)}) + P ({(T,6)}) =
1 1 1

12 12 6
 

ÇÂÃ ñÂÆ P(E|F) =

1
P(E F) 26

3P(F) 9
4


 

ÁÇíÁÅÃ AC.A

1. Ü¶Õð E Áå¶ F ÇÂÃ åð·» çÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ P (E) = 0.6, P (F) = 0.3 Áå¶

P (E F) = 0.2]ÔË, å» P (E|F) Áå¶ P (F|E) êåÅ Õð¯¯Í

2. P(A|B) êåÅ Õð¯¯, Ü¶Õð P(B) = 0.5 Áå¶ P (A B) = 0.32 Ô¯ò¶Í

3. Ü¶Õð P(A) = 0.8, P(B) = 0.5 Áå¶ P (B|A) = 0.4 êåÅ Õð¯¯Í

(i) P(A B) (ii) P(A|B) (iii) P(A B)

4. P(A B) êåÅ Õð¯¯, Ü¶Õð 2P(A) = P(B) =
5

13
Áå¶  

2
P A|B =

5

vkòQfr13.2

ÇÚ¼åð

êà

ÇÚ¼åð AC.A

Áå¶
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5. Ü¶Õð P(A) =
6

11
, P(B) =

5

11
Áå¶ P(A B)

7

11
 å» êåÅ Õð¯¯ :

(i) P(AB) (ii) P(A|B) (iii) P(B|A)

Ô¶á ÇñÖ¶ êÌôé 6 å¯¯º9å¼Õ Çò¼Ú P(E|F) êåÅ Õð¯¯Í

6. ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅ:

(i) E : åÆÜÆ À°ÛÅñ å¶ ÇÚ¼å, F : êÇÔñÆ ç¯¯ò¶º À°ÛÅñ» å¶ ÇÚ¼å

(ii) E : Ø¼à¯¯-Ø¼à ç¯¯¯ ÇÚ¼å, F : ò¼è å¯¯º ò¼è ÇÂ¼Õ ÇÚ¼å

(iii) E : ò¼è å¯¯º ò¼è ç¯¯ êà, F : Ø¼à¯¯-Ø¼à ç¯¯¯ êà

7. ç¯¯ ÇÃ¼ÇÕÁ» ù ÇÂ¼Õ òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅ :

(i) E : ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅÀ¹äÅ F : ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ å¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ¹äÅ

(ii) E : Õ¯¯ÂÆ êà éÅ ÁÅÀ¹äÅ F Õ¯¯ÂÆ ÇÚ¼å éÅ ÁÅÀ¹äÅ

8. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË:

E : åÆÜÆ À°ÛÅñ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 4ÁÅÀ¹äÅ

F : êÇÔñÆ ç¯¯ À°ÛÅñ» å¶ ´îòÅð 6 Áå¶ 5 ÁÅÀ¹äÅ

9. ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ç¶ ÇÚ¼åð Çò¼Ú îÅåÅ, ÇêåÅ Áå¶ ê¹¼åð ì¶åðåÆìÆ éÅñ Öó¶ Ôé:

E : ê¹¼åð ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ å¶ ÖóÅ ÔË, F : ÇêåÅ ÇòÚÕÅð ÖóÅ ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ ÕÅñ¶ Áå¶ ÇÂ¼Õ ñÅñ êÅÃ¶ ù À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :

(a) êÅÇÃÁ» å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó9Ô¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ

Ô¯ò¶ ÇÕ ÕÅñ¶ êÅÃ¶ å¶ 5 ÁÅÇÂÁÅ ÔËÍ

(b) êÅÇÃÁ» å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó 8Ô¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ

Ô¯ò¶ ÇÕ ñÅñ êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ4å¯º Ø¼à ÔËÍ

11. ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö êÅÃ¶ ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ØàéÅò» E = {1,3,5}, F = {2,3}, Áå¶ G =

{2,3,4,5} ñÂÆ Ô¶á ÇñÖ¶ êåÅ Õð¯ :

(i) P (E|F) Áå¶ P (F|E) (ii) P (E|G) Áå¶ P (G|E)

(iii) P (E F|G) Áå¶ P (E F|G)

12. î³é ñÀ° ÇÕ Üéî ñËä òÅñ¶ ì¼Ú¶ çÅ î¹¿âÅ Ü» Õ°óÆ Ô¯äÅ Ãî- Ã¿íÅòÆ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ êÇðòÅð Çò¼Ú

ç¯ ì¼Ú¶ Ôé, å» ç¯ò¶º ì¼ÇÚÁÅ ç¶ Õ°óÆ Ô¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ Çç¼åÅ Ô¯ò¶ ÇÕ (i)

Ãí å¯º Û¯àÅ ì¼ÚÅ Õ°óÆ ÔË (ii) Ø¼à¯¯-Ø¼à ÇÂ¼Õ ì¼ÚÅ Õ°óÆ ÔËÍ

13. ÇÂ¼Õ ÁÇèÁÅêÕ ç¶ Õ¯ñ 300Ã¼Ú/ÞÈá åð·» ç¶ ÁÃÅé êÌôé,200Ã¼Ú/ÞÈá åð·» ç¶ î¹ôÇÕñ êÌôé,

500ìÔ¹- ÇòÕñê êÌÕÅð ç¶ ÁÃÅé êÌôé Áå¶ 400ìÔ¹- ÇòÕñê êÌÕÅð ç¶ î¹ôÇÕñ êÌôé ÔéÍ

Ü¶Õð êÌôéÅ Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ êÌôé ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, å» ÇÂ¼Õ ÁÃÅé êÌôé çÆ ìÔ¹-

ÇòÕñêÆ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?
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14. ÇÂÔ Çç¼åÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ ç¯ êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼àä å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» ò¼Ö- ò¼Ö ÔéÍ ç¯¯ò¶º Ã¿ÇÖÁÅò»

çÅÜ¯̄ó4Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

15. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Ã¹¼àä ç¶ êÌï¯¯× å¶ ÇòÚÅð Õð¯¯Í Ü¶Õð êÅÃ¶ å¶ ÁÅÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ3çÆ ×¹äÜ ÔË å» êÅÃ¶

ù ç¹ìÅðÅ Ã¹¼à¯ Áå¶ Ü¶Õð Õ¯¯ÂÆ Ô¯¯ð Ã¿ÇÖÁÅ ÁÅò¶ å» ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù À°ÛÅñ¯¯Í ØàéÅ ÒØ¼à¯¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ

êÅô¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 3ÁÅÀ°äÅ Ó Çç¼åÅ Ô¯¯¯ÇÂÁÅ ÔË å» ØàéÅ ÒÇÃ¼Õ¶ å¶ ê¼à ÁÅÀ°äÅÓ çÆ ìÅôðå

Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¶á ÇñÖ¶ êÌôé» Çò¼Ú¯¯º Ôð¶Õ Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯¯Í

16. Ü¶Õð P (A) =
1

2
, P(B) = 0 å» P (A|B) ÔË :

(A) 0 (B)
1

2
(C) êÇðíÅÇôå éÔÆº (D) 1

17. Ü¶Õð A Áå¶ B ç¯ ØàéÅò» ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé ÇÕ P (A|B) = P (B|A)  0 å»

(A) A  B (B) A = B (C) A  B = 

(D) P (A) = P(B)

13.3 Ã¿íÅòéÅ çÅ ×¹äÅ Çéïî (Multiplication Theorem on Probability)

î³é ñÀ° ÇÕ E Áå¶ F ÇÂ¼Õ ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÆÁ» ç¯ ØàéÅò» ÔéÍ ÃÅø å½ð å¶ ÃîÈÔ

EF ç¯¯ò¶º ØàéÅò» E Áå¶ F ç¶ ØÇàå Ô¯¯ä ù çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔËÍ Ô¯¯ð ôìç» Çò¼Ú EF ØàéÅò»a
E Áå¶ F ç¶ ÇÂ¼Õ¯ Ãî¶º Çò¼Ú ØÇàå Ô¯¯ä ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ØàéÅ EF ù EF òÆ ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁÕÃð ÁÃÆº Ã¿ï°Õå ØàéÅ EF çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ À°çÅÔðä ñÂÆ, ÇÂ¼Õ

ç¶ ìÅÁç çÈÜ¶ ê¼å¶ ù Õ¼ãä ç¶ êÌï¯× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇîôÇðå ØàéÅ ÒÇÂ¼Õ ìÅçôÅÔ Áå¶ ÇÂ¼Õ ðÅäÆÓ çÆ

Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé ç¶ ÇÂÛ°Õ Ô¯ ÃÕç¶ Ô»Í ØàéÅ EF çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº ìÅôðå

Ã¿íÅòéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ Õðç¶ Ô» ÇÜò¶º ÇÕ Ô¶á» ÇòÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ØàéÅ F ç¶ Çç¼å¶ ÜÅä å¶ ØàéÅ E çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ù

P(E|F) ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃé±¿ Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» êåÅ Õðç¶ ÔéÍ

P(E|F) =
P(E F)

,P(F) 0
P(F)




À°µå¶ Çç¼å¶ éåÆÜ¶ å¯º ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

P(E  F) = P (F) . P (E|F)

... (1)

ÁÃÆº ÇÂÔ òÆ ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
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P(F|E) =
P(F E)

,P(E) 0
P(E)




Ü» P(F|E) =
P(E F)

P(E)


(ÇÕÀ°ºÇÕ E  F = F E)

ÇÂÃ ñÂÆ P(E F) = P(E) . P(F|E) ... (2)

(1)Áå¶ (2)é±¿ Çîñä å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ,

P(E F) = P(E) P(F|E) = P(F). P(E|F) Üç¯º ÇÕ P(E)  0 Áå¶ P(F)  0

À°µå¶ Çç¼å¶ éåÆÜ¶ ù ÒÃ¿íÅòéÅ çÅ ×¹äé Çéïî Ó ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÁÅÀ° ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ò¶ÖÆÂ¶Í

À°çÅÔðä H: ÇÂ¼Õ Õñô Çò¼Ú10ÕÅñÆÁ» Áå¶ 5 Ãø¶ç ×¶ºç¶ ÔéÍ ç¯¯ ×¶ºç» ÇÂ¼Õ ç¶ ìÅÁç ÇÂ¼Õ

Õ¼ãÆÁ» Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ êÇÔñÆ ×¶ºç çÈÜÆ ç¶ Õ¼ãä å¯¯º êÇÔñÆ î¹ó éÔÆº ð¼ÖÆ Ü»çÆ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ

Õñô Çò¼Ú¯¯º Ôð¶Õ ×¶ºç çÅ Õ¼ãäÅ ÃîÎ-Ã¿íÅòÆ ÔË, å» ç¯¯ò¶º ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Õ¼ãä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

Ô¼ñ: î³ÇéÁÅ ÇÕ E ÒêÇÔñÆ ÕÅñÆ ×¶ºç ç¶ ÇéÕñäÓ çÆ ØàéÅ ÔË Áå¶ F ÒçÈÜÆ ÕÅñÆ ×¶ºç ÇéÕñäÓ

çÆ ØàéÅ ÔËÍ ÁÃÆº P(EF) Ü» P (EF) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

Ô¹ä P(E) = P = (êÇÔñÆ Õ¼ãÆ ÕÅñÆ ×¶ºç)
10

15

éÅñ ÔÆ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ êÇÔñÆ òÅðÆ Çò¼Ú ÕÅñÆ ×¶ºç Õ¼ãÆ ÔË íÅò ØàéÅ E ØÇàå Ô¯¯ÂÆ ÔË, Ô¹ä

Õñô Çò¼Ú9ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Áå¶ 5 Ãø¶ç ×¶¶ºç» ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ, çÈÜÆ ×¶ºç ÕÅñÆ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ Üç¯̄º

ÇÕ êÇÔñÆ ×¶ºç ÕÅñÆ ÔË Õ°Þ Ô¯¯ð éÔÆº Õ¶òñ F çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÔË Üç¯¯º E çÅ ØÇàå Ô¯¯äÅ êåÅ ÔËÍ

íÅò P(F|E) =
9

14
Ô¹ä Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî ðÅÔÆº ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË,

P(EF) = P(E) P(F|E) = P(E) . P(F|E), P(G|EF)

=
10 9 3

15 14 7
 

ç¯¯ å¯¯º ò¼è ØàéÅò» ñÂÆ Ã¿íÅòéÅ çÅ ×¹äÅ Çéïî: Ü¶Õð E, F Áå¶ G ÇÂ¼Õ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÆÁ» ØàéÅò»

Ôé å»,

P(EFG) = P(E) P(F|E) P(G|EF) = P(E) P(F|E) P(G|EF)

ÇÂÃ åð·» Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî çÅ ÇòÃæÅð ÚÅð Ü» ò¼è ØàéÅò» ñÂÆ òÆ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ô¶á

ÇñÖÆ À°çÅÔðä Çå¿é ØàéÅò» ñÂÆ Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî çÅ Ãê¼ôàÆÕðé Çç³çÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä I: EB ê¼ÇåÁ» çÆ Ú¿×Æ ëËºàÆ Ô¯¯ÂÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ ç¶ ìÅÁç ÇÂ¼Õ Çå¿é ê¼å¶ ì×Ëð ìçñ¶

Õ¼ã¶ ×Â¶Í êÇÔñ¶ ç¯¯ ê¼ÇåÁ» çÅ ìÅçôÅÔ Áå¶ åÆÜ¶ çÅ ÇÂ¼ÕÅ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔËÍ

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ K ØàéÅ ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ ÔËÓ ù Áå¶ A ØàéÅ ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ

ê¼åÅ ÔË ÇÂ¼ÕÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÃÅø å½ð å¶ ÃÅù P (KKA) êåÅ ÕðéÅ ÔË:

Ô¹ä P(K) =
4

52
éÅñ ÔÆ P(K|K) ÇÂÔ êåÅ Ô¯¯ä å¶ ÇÕ ÒêÇÔñÅ Õ¼ÇãÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ ÔËÓ êð çÈÜ¶ ê¼å¶ çÅ ìÅçôÅÔ

Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ù ç¼ÃçÅ ÔËÍ Ô¹ä ×¹¼àÆ Çò¼Ú (52 1) = 51 ê¼å¶ Ôé ÇÜÔéÅ Çò¼Ú¯¯º Çå¿é ìÅçôÅÔ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ P(K|K) =
3

51
ÇÂÃ ñÂÆ P(A|KK) åÆÜ¶ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ê¼å¶ ç¶ ÇÂ¼Õ¶ Ô¯¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÔË Üç¯¯º ÇÕ ÃÅù êåÅ ÔË

ÇÕ ç¯¯ ìÅçôÅÔ êÇÔñ» ÔÆ Õ¼ã¶ ÜÅ Ú¹¼Õ¶ ÔéÍ Ô¹ä ×¹¼àÆ Çò¼Ú E@ ê¼å¶ ÔÆ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ P(A|KK) =
4

P(A|K K)
50



Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî ðÅÔÆº ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ:

P(KKA) = P(K) P(K|K) P(A|KK)

=
4 3 4 2

52 51 50 5525
  

AC.D Á÷Åç ØàéÅò» (Independent Events)

52ê¼ÇåÁ» çÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ ê¼åÅ Õ¼ãä ç¶ êÌï¯̄× å¶ ÇòÚÅð Õð¯¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ î½ÇñÕ ØàéÅ ù Ãî-

Ã¿íÅòÆ î³ÇéÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÔË Ü¶Õð E Áå¶ F ´îòÅð%ØàéÅò» ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÚóÆ çÅ ÔËÓ Áå¶

ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼ÕÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé, å»

P(E) =
13 1 4 1

P(F)
52 4 52 13

  rFkk

éÅñ ÔÆ Ê Áå¶ F ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÚóÆ çÅ ÇÂ¼ÕÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔË,

ÇÂÃ ñÂÆ P(E F) =
1

52

ÇÂÃ ñÂÆ P(E|F) =

1
P(E F) 152

1P(F) 4

13


 

ÇÕÀ°ºÇÕ P(E) =
1

4
= P (E|F), ÔË ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ØàéÅ F ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ é¶

ØàéÅ E çÆ Ã¿íÅòéÅ å¶ Õ¯ÂÆ ÁÃð éÔÆº êÅÇÂÁÅÍ

Áå¶



430 ×Çäå

ÃÅù ÇÂÔ òÆ êÌÅêå ÔË ÇÕ P(F|E) =

1
P(E F) 152 P(F)

1P(E) 13
4


  

ç¹ìÅðÅ P(F) =
1

13
= P(F|E) çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ØàéÅ E ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ é¶ ØàéÅ F çÆ

Ã¿íÅòéÅ å¶ Õ¯ÂÆ ÁÃð éÔÆº êÅÇÂÁÅÍ

ÇÂÃ ñÂÆ E Áå¶ F ÇÂÃ åð·» çÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ØàéÅ ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ çÈÜÆ

ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ å¶ Õ¯ÂÆ ÁÃð éÔÆº êÅÀ¹ºçÆ ÔËÍ

ÇÂÃ êÌÕÅð çÆ ØàéÅò» ù Á÷Åç ØàéÅò» ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

êÇðíÅôÅ B: ç¯ ØàéÅò» E Áå¶ F ù Á÷Åç ØàéÅò» ÕÇÔ³ç¶ Ôé Ü¶Õð

P(F| E) = P(F) Üç¯º ÇÕ P(E)  0

P(E| F) = P(E) Üç¯º ÇÕ P(F)  0

ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðíÅôÅ Çò¼Ú P(E)  0 Áå¶ P(F)  0 Ô¯äÅ ñÅ÷îÆ ÔËÍ

Ô¹ä Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî å¯¯º

P(E F) = P(E) P(F|E) ... (1)

Ü¶Õð E Áå¶ F Á÷Åç ØàéÅò» Ô¯ä å» (1)å¯º ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

P(E F) = P(E) P(F) ... (2)

ÇÂÃ ñÂÆ (2)ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ å¯º ÁÃÆº ç¯ ØàéÅò» çÆ Á÷ÅçÆ ù Ô¶á ÇñÖÆ åð·» êÇðíÅÇôå Õð

ÃÕç¶ Ô»Í

êÇðíÅôÅ C: î³é ñú° E Áå¶ F ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌ²ï¯× ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÆÁ» ç¯ ØàéÅò» Ôé, å» E

Áå¶ F Á÷Åç ØàéÅò» Ô¹¿çÆÁ» Ôé Ü¶Õð

P(E F) = P(E) P(F)

Çà¼êäÆ

1. ç¯ ØàéÅò» E Áå¶ F ÁÅôÇðå(dependent)ÕÇÔ³ç¶ Ô»]Ü¶Õð À°Ô ÁÜÅç éÅ Ô¯ä íÅò

Ü¶Õð P(E F )  P(E) . P(F) ÔËÍ

2. Õç¶-Õç¶ Á÷Åç ØàéÅò» Áå¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð íðî êËçÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÒÁ÷Åç ØàéÅò»Ó çÆ êÇðíÅôÅ ÒØàéÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅÓ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔË Üç¯º ÇÕ

ÒÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò»Ó çÆ êÇðíÅôÅ ÒØàéÅò»Ó ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º

ÇÂñÅòÅ, ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò» Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ éåÆÜÅ ÃçÅ ñÂÆ éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔË êð

Á÷Åç ØàéÅò» Çò¼Ú éåÆÜ¶ ÃçÅ ñÂÆ Ô¯ òÆ ÃÕç¶ Ôé, Ü¶Õð Ôð¶Õ ØàéÅ éÅ-ÖÅñÆ ÔËÍ ÃÅø

å½ð å¶ ÒÁÜÅç ØàéÅò»Ó Áå¶ ÒÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò»Ó ÃîÅé éÔÆº ÔéÍ
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çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú, Ü¶Õð ç¯ ÇÂÔ¯ ÁÇÜÔÆÁ» ÁÜÅç ØàéÅò» ØàçÆÁ» Ôé ÇÜÔéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ

×Ëð ÇÃøð ÔË, å» À°Ô ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ éÔÆº Ô¯̄ ÃÕçÆ ÔéÍ À°ñà å½ð Óå¶ Ü¶Õð ç¯ ×Ëð ÇÃøð

Ã¿íÅòéÅ òÅñÆÁ» ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò» ØàçÆÁ» Ôé, å» À°Ô ÁÜÅç éÔÆº Ô¯

ÃÕçÆÁ» ÔéÍ

3. ç¯ ì¶åðåÆì êÌï¯¯× ÁÜÅç ÕÇÔñÅÀ¹ºç¶ Ôé, Ü¶Õð Ôð¶Õ ØàéÅ Ü¯¯óÅ E Áå¶ F ñÂÆ, ÇÜ¼æ¶ E

êÇÔñ¶ êÌï¯̄× å¯̄º Áå¶ F çÈÜ¶ êÌï¯¯× å¯¯º Ã¿ì¿Çèå Ôé, ØàéÅò» E Áå¶ F ç¶ éÅñ ØÇàå Ô¯¯ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ, Üç¯¯º ç¯¯ò¶º êÌï¯¯× êÈð¶ ÕÆå¶ ÜÅä, Ã¿íÅòéÅ P(E) Áå¶ P(F) ç¶ ×¹äéëñ ç¶ ìðÅìð

Ô¹¿çÆÁ» Ôé, ÇÜÔé» çÅ êÇðÕñé ç¯¯ò¶º êÌï¯¯×» ç¶ ÁèÅð å¶ ò¼Ö-ò¼Ö ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, íÅò

P(EF) = P(E), P(F)

4. Çå¿é ØàéÅò» A, B Áå¶ C ù Á÷Åç ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð

P(AB) = P(A) P(B)
P(AC) = P(A) P(C)
P(BC) = P(B) P(C)

Áå¶ P(ABC) = P(A) P(B) P(C)

Ü¶Õð À°µå¶ Çç¼å¶ Çò¼Ú¯º Ø¼à¯º- Ø¼à ÇÂ¼Õ òÆ ôðå Ã¼Ú éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔË å» Çç¼åÆ Ô¯¯ÂÆ ØàéÅò» ù

Á÷Åç éÔÆº ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä A@: ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù ÇÂ¼Õ òÅðÆ Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ØàéÅ ÒêÅÃ¶ å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅ3çÅ ×¹äÜ ÔËÓ,

ù E å¯¯º Áå¶ ÒêÅÃ¶ å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃå ÔËÓ, ù F å¯¯º ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ç¼Ã¯ ÕÆ ØàéÅò» E

Áå¶ F Á÷Åç Ôé?

Ô¼ñ: ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÇÂÃ êÌï¯¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË, S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Ô¹ä E = {3, 6}, F = {2, 4, 6} Áå¶ E F = {6}

å» P(E) =
2 1 3 1 1

, P(F) P(E F)
6 3 6 2 6
    vkSj

ÃÅø å½ð å¶ P(E F) = P(E) . P(F)

ÇÂÃ ñÂÆ E Áå¶ F ÁÜÅç ØàéÅò» ÔéÍ

À°çÅÔðä AA: ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö(unbiased)êÅÃ¶ ù ç¯¯ òÅðÆ Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅÍ î³é ñò¯¯ A ØàéÅ

ÒêÇÔñÆ À°ÛÅñ å¶ à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¯¯äÅÓ Áå¶ B ØàéÅ ÒçÈÜÆ À°ÛÅñ å¶ à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå

Ô¯¯äÅÓ çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ØàéÅò» A Áå¶ B ç¶ Á÷Åç çÅ ÇéðÆÖä Õð¯¯Í

Ô¼ñ: Ü¶Õð ÃÅð¶ 36 î½ÇñÕ ØàéÅò» ù Ãî- Ã¿íÅòÆ î³ÇéÁÅ ÜÅò¶ å»

18 1
P(A)

36 2
  Áå¶

18 1
P(B)

36 2
 

éÅñ ÔÆ P(A B) = P (ç¯¯ò¶º À°ÛÅñ» Çò¼Ú à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêåÅ Ô¯¯äÅ)

Áå¶



432 ×Çäå

=
9 1

36 4


Ô¹ä P(A) . P(B) =
1 1 1

2 2 4
 

P(A B) = P(A) . P(B)

ÇÂÃ ñÂÆ A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» ÔéÍ

À°çÅÔðä AB: Çå¿é ÇÃ¼ÇÕÁ» ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ î³é ñÀ° E ØàéÅ Ò Çå¿é ÇÚ¼å Ü» Çå¿é êà êÌÅêå

Ô¯äÅÓ Áå¶ F ØàéÅ Ò Ø¼à¯º- Ø¼à ç¯ ÇÚ¼å êÌÅêå Ô¯äÅÓ Áå¶ G ØàéÅ Ò ò¼è å¯º ò¼è ç¯ êà êÌÅêå Ô¯äÅÓ

ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Ü¯ó¶ (E,F), (E,G) Áå¶ (F,G) Çò¼Ú ÇÕÔó¶-ÇÕÔó¶ Á÷Åç Ôé? ÇÕÔó¶-ÇÕÔó¶

Çéðíð Ôé?

Ô¼ñ: êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:

S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}

ÃÅø å½ð å¶, E = {HHH, TTT}, F= {HHH, HHT, HTH, THH}

Áå¶ G = {HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}

éÅñ ÔÆ E F = {HHH}, E G = {TTT}, F G = { HHT, HTH, THH}

ÇÂÃ ñÂÆ P(E) =
2 1 4 1 7

, P(F) , P(G)
8 4 8 2 8
   

P(E  F) =
1 1 3

, P(E G) , P(F G)
8 8 8

   

éÅñ ÔÆ P(E) . P(F) =
1 1 1 1 7 7

, P(E) P(G)
4 2 8 4 8 32
      ¡Â∂

1 7 7
P(F) P(G)

2 8 16
   

ÇÂÃ ñÂÆ P(E F) = P(E) . P(F)

P(E G)  P(E) . P(G)

Áå¶ P(F G)  P(F) . P(G)

ÇÂÃ ñÂÆ ØàéÅò» (E Áå¶ F) Á÷Åç Ôé Üç¯º ÇÕ ØàéÅò» (F Áå¶ G) Áå¶ (E Áå¶ G) ÁÅôÇðå

ÔéÍ

À°çÅÔðä AC: ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð E Áå¶ F ç¯ Á÷Åç ØàéÅò» Ôé å» E Áå¶ FÁ÷Åç Ô¯ä×ÆÁ»Í

Ô¼ñ: ÇÕÀ°ºÇÕ E Áå¶ F Á÷Åç Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ P(E F) = P(E) . P(F) ... (1)

ÇÚ¼åð AC.C ç¶ òËµé ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð å¯º ÇÂÔ Ãêôà ÔË ÇÕ E F Áå¶ E F ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ

ØàéÅò» Ôé Áå¶ éÅñ ÔÆ

E = (E F)(E F)
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ÇÕÀ°ºÇÕ E F Áå¶ E F ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆÁ» Ôé,

ÇÂÃ ñÂÆ P(E) = P(E F) + P(E F)

Ü» P(E F) = P(E)  P(E F)

= P(E)  P(E) . P(F) (1) å¯º

= P(E) [1  P(F]

= P(E) . P(F)

ÇÂÃ ñÂÆ E Áå¶ F Á÷Åç ØàéÅò» Ôé,

Çà¼êäÆ ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ

(a) E Áå¶ F Á÷Åç ÔË

(b) E Áå¶ F Á÷Åç ÔË

À°çÅÔðä AD: Ü¶Õð A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Ôé å», A Ü» B Çò¼Ú¯º Ø¼à¯º- Ø¼à ÇÂ¼Õ ç¯ Ô¯ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ = 1 P(A) P(B)

Ô¼ñ: P(A Ü» B Çò¼Ú¯º Ø¼à¯º- Ø¼à ÇÂ¼Õ çÅ Ô¯äÅ) =P(A B)

= P(A) + P(B)  P(A B)

= P(A) + P(B)  P(A) P(B)

= P(A) + P(B) [1P(A)]

= P(A) + P(B) . P(A)

= 1 P(A) + P(B) P(A)

= 1 P(A) [1 P(B)]

= 1 P(A) P (B)

ÁÇíÁÅÃ AC.B

1. Ü¶Õð P(A)
3

5
 ]P (B)

1

5
 Áå¶ A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Ôé å» P (A  B) êåÅ Õð¯Í

2. 52ê¼ÇåÁ» çÆ ÇÂ¼Õ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ Çìé» ìçñ¶ ç¯ ê¼å¶ Õ¼ã¶ ×Â¶Í ç¯ò¶º ê¼ÇåÁ» ç¶ ÕÅñ¶

ð¿× çÅ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

3. Ã¿åÇðÁ» ç¶ ÇÂ¼Õ¯º ìÕÃ¶ çÅ ÇéðÆÖä À°Ã Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ ì×Ëð ìçñ¶ Çå¿é Ã¿åð¶ Õ¼ã Õ¶ ÕÆåÅ

Ü»çÅ ÔËÍ Ü¶Õð Çå¿é¶ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ Ã¿åð¶ Ú¿×¶ Ô¯ä å» ìÕÃ¶ ù ò¶Úä ñÂÆ ÃòÆÕÅð ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË éÔÆº å»

ÁÃòÆÕÅð Õð Çç³ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ìÕÃ¶, ÇÜÃ Çò¼Ú15 Ã¿åð¶ Ôé ÇÜÔé» Çò¼Ú¯º12Ú¿×¶ Áå¶ 3ÖðÅì

Ã¿åð¶ Ôé, ÕÆ ÇòÕðÆ ñÂÆ ÃòÆÕÅð Ô¯ä ñÂÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

ÇÚ¼åð AC. C



434 ×Çäå

4. ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö ÇÃ¼ÕÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö êÅÃ¶ ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅÍ î³é ñÀ° A ØàéÅ Ò ÇÃ¼Õ¶ å¶

ÇÚ¼å ÁÅÀ¹äÅÓ Áå¶ B ØàéÅ ÒêÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ3ÁÅÀ¹äÅÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ

ØàéÅò» A Áå¶ B Á÷Åç Ôé Ü» éÔÆº?

5. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ å¶ 1, 2, 3 ñÅñ ð¿× éÅñ Áå¶ 4, 5, 6 Ôð¶ ð¿× éÅñ ÇñÖ¶ ×Â¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÅÃ¶ ù

Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅÍ î³é ñÀ° A ØàéÅ Ò Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃå ÔËÓ Áå¶ B ØàéÅ Ò Ã¿ÇÖÁÅ ñÅñ ð¿× éÅñ

ÇñÖÆ Ô¯ÂÆ ÔËÓ, ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÕÆ A Áå¶ B Á÷Åç Ôé?

6. î³é ñÀ° E Áå¶ F ç¯ ØàéÅò» ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ P(E)
3

5
 , P (F)

3

10
 Áå¶ P (E F)

=
1

5
å» ÕÆ E Áå¶ F Á÷Åç Ôé?

7. A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ØàéÅò» Çç¼åÆÁ» Ôé ÇÜ¼æ¶  
1

P A =
2

, P (A B)
3

=
5

Áå¶

P(B) = p þÍ p çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯¯ Ü¶Õð (i)ØàéÅò» ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆÁ» Ôé (ii)
ØàéÅò» Á÷Åç ÔéÍ

8. î³é ñÀ° A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Ôé Áå¶ P(A) = 0.3 Áå¶ P(B) = 0.4. ÔË, å»

(i) P (A B) (ii) P (A B)

(iii) P(A|B) (iv)  P B | A êåÅ Õð¯¯Í

9. Çç¼åÆ Ô¯¯ÂÆ ØàéÅò» A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆÁ» Ôé, ÇÜ¼æ¶ P(A)
1

4
 , P (B) =

1

2
Áå¶

P(A  B) =
1

8
å» P(A&éÔÆº Áå¶ B&éÔÆº)êåÅ Õð¯¯Í

10. î³é ñÀ° A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆÁ» ØàéÅò» Ôé ÇÕ P(A) =
1

2
Áå¶ P(B) =

7

12
Áå¶

P(A&éÔÆº Áå¶ B&éÔÆº)
1

4
 ÔËÍ ÕÆ A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» ÔË?

11. A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Çç¼åÆÁ» Ôé ÇÜ¼æ¶ P(A) = 0.3, Áå¶ P (B) = 0.6 å»

(i) P(A Áå¶ B) (ii) P(A Áå¶ B&éÔÆº)

(iii) P(A Ü» B) (iv) P(A Áå¶ B Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ éÔÆº ) çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯¯Í

12. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Çå¿é òÅðÆ Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Ø¼à¯ Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅðÆ à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¯ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

13. ç¯ ×¶ºçÅ ÇÂ¼Õ â¼ì¶ Çò¼Ú¯º Çìé» ìçñ¶ Õ¼ãÆÁ» Ü»çÆÁ» ÔéÍ â¼ì¶ Çò¼Ú10ÕÅñÆÁ» Áå¶8ñÅñ

×¶ºç» Ôé å» Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ (i) ç¯ò¶º ×¶ºçÅ ñÅñ ÔéÍ, (ii) êÇÔñÆ ÕÅñÆ å¶ çÈÜÆ ñÅñ

ÔË (iii) ÇÂ¼Õ ÕÅñÆ Áå¶ çÈÜÆ ñÅñ ÔËÍ
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14. ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Ãî¼ÇÃÁÅ ù A Áå¶ B ðÅÔÆº Á÷ÅçÆ éÅñ Ô¼ñ Õðé çÆ Ã¿íÅòéÅò» ´îòÅð
1

2
Áå¶

1

3
ÔéÍ Ü¶Õð ç¯ò¶º, Á÷ÅçÆ éÅñ Ãî¼ÇÃÁÅ Ô¼ñ Õðé çÆ Õ¯Çôô Õðç¶ Ôé, å» Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯

ÇÕ:

(i) Ãî¼ÇÃÁÅ Ô¼ñ Ô¯ò¶×ÆÍ

(ii) À°ÔéÅ Çò¼Ú¯º Õ¶òñ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ Ô¼ñ Õð¶×ÅÍ

15. åÅô ç¶ 52ê¼ÇåÁ» çÆ ÇÂ¼Õ ëËºàÆ Ô¯ÂÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ê¼åÅ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ÇãÁÅ Ü»çÅ ÔË

Ô¶á ÇñÖÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆ ÔÅñå» Çò¼Ú ØàéÅò» E Áå¶ F Á÷Åç ÔË?

(i) E : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ Ô¹Õî çÅ ÔËÍ

F : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÂ¼ÕÅ ÔËÍ

(ii) E : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÕÅñ¶ ð¿× çÅ ÔËÍ

F : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ ÔËÍ

(iii) E : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ Ü» ì¶×î ÔËÍ

F : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ì¶×î Ü» ×¹ñÅî ÔËÍ

16. ÇÂ¼Õ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú 60% ÇòÇçÁÅðæÆ ÇÔ³çÆ çÅ, 40% Á³×ð¶÷Æ çÅ Áå¶ 20% ç¯ò¶º íÅôÅò»

çÅ ÁÖìÅð êó·ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

(a) Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ À°Ô éÅ å» ÇÔ³çÆ Áå¶ éÅ ÔÆ Á³×ð¶÷Æ çÅ ÁÖìÅð êó·çÅ ÔËÍ

(b) Ü¶Õð À°Ô ÇÔ³çÆ çÅ ÁÖìÅð êó·çÅ ÔË å» À°Ãç¶ Á³×ð¶÷Æ çÅ ÁÖìÅð òÆ êó·é òÅñÅ Ô¯ä

çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

(c) Ü¶Õð À°Ô Á³×ð¶÷Æ çÅ ÁÖìÅð êó·çÅ ÔË å» À°Ãç¶ ÇÔ³çÆ çÅ ÁÖìÅð òÆ êó·é òÅñÅ, Ô¯ä

çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

17. Ü¶Õð êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂ¼Õ Ü¯¯óÅ Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Ôð¶Õ êÅÃ¶ å¶ ÇÜÃå ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå

Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯¯º ÕÆ ÔË?

(A) 0 (B)
1

3
(C)

1

12
(D)

1

36

18. ç¯ ØàéÅò» A Áå¶ B ù ÁÅêÃ Çò¼Ú Á÷Åç ÕÇÔ³ç¶ Ôé, Ü¶Õð

(A) A Áå¶ B ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆÁ» Ôé (B)P(AB) = [1–P(A)][1–P(B)]

(C) P(A) = P(B) (D)P(A) + P(B) = 1

AC.E ì¶ï÷-êÌî¶ï (Bayes' Theorem)

î³é ñÀ° ÇÕ ç¯ æËñ¶ I Áå¶ II Çç¼å¶ Ô¯¯Â¶ ÔéÍ æËñ¶ I Çò¼Ú 2Ãø¶ç Áå¶ 3ñÅñ ×¶ºç ÔéÍ æËñ¶ II Çò¼Ú
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4Ãø¶ç Áå¶ 5 ñÅñ ×¶ºç ÔéÍ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ×¶ºç ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÁÃÆº

ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ æËñ¶ ù Ú¹éä çÆ Ã¿íÅòéÅ
1

2
êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô» Ü» ÇÕÃ¶ ÖÅÃ æËñ¶(î³é ñÀ° æËñÅ I) Çò¼Ú¯º

ÇÂ¼Õ ÖÅÃ ð¿× (î³é ñÀ° Ãø¶ç)×¶ºç ù Õ¼ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ òÆ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í Ô¯ð ôìç» Çò¼Ú

ÁÃÆº ÇÕÃ¶ ÖÅÃ ð¿× çÆ ×¶ºç Õ¼ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô», Ü¶Õð ÃÅù Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¯ò¶ ÇÕ
×¶ºç ÇÕÔó¶ æËñ¶ Çò¼Ú¯º Õ¼ãÆ ×ÂÆ ÔËÍ êð ÕÆ ÁÃÆº ÇÂÃ ×¼ñ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ×¶ºç

ÇÕÃ¶ ÖÅÃ æËñ¶(î³é ñÀ° æËñ¶&II) Çò¼Ú¯º Õ¼ãÆ ×ÂÆ ÔË Ü¶Õð ÃÅù Õ¼ãÆ ×ÂÆ ×¶ºç çÅ ð¿× êåÅ ÔË? ÇÂ¼æ¶

ÁÃÆº æËñ¶ II ç¶ Ú¹éä çÆ À°ñà Ã¿íÅòéÅ êåÅ ÕðéÆ ÔË Üç¯º ÇÕ ÇÂÃç¶ ìÅÁç Ô¯ä òÅñÆ ØàéÅ çÅ
ÃÅù êåÅ ÔËÍ êÌÇÃ¼è ×Çäå× ÜÅé ì¶ï÷ é¶ À°ñà Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Ôñ ìÅôðå
Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº ÕÆåÅ ÔËÍ À°Ôé» çÅ ÃÈåð ì¶ï÷ êÌî¶ï é» å¯º ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÔóÅ

À°Ôé» çÆ î½å ç¶ ìÅÁç1763 ÂÆ. Çò¼Ú êðÕÅÇôå Ô¯ÂÆ ÃÆÍ ì¶ï÷ ç¶ Õæé Áå¶ ÃìÈå å¯º êÇÔñ»

ÁÅÀ° ÇÂ¼Õ êÇðíÅôÅ Áå¶ Õ°Þ ô¹ðÈÁÅåÆ éåÆÇÜÁ» å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

AC.E.A ÇÂ¼Õ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÅ ÇòíÅÜé (Partition of a sample space)

ØàéÅò» E
1
, E

2
... E

n
ç¶ ÃîÈÔ ù ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÅ ÇòíÅÜé çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶Õð:

(a) E
i
 E

j
= , i  j, i, j = 1, 2, 3, ...n

(b) E
1



E

n
= S Áå¶

(c) P(E
i
) > 0, Ôð¶Õ i = 1, 2, ..., n ñÂÆ Ô¯¯ò¶Í

çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú, ØàéÅò» E
1
, 

2
, ...E

n
ò¿é×Æ ÃîÈÔ S ç¶ ÇòíÅÜé ù çðÃÅÀ°ºçÆÁ» Ôé Ü¶Õð

À°Ô Ü¯¯ÇóÁ» ç¶ å½ð å¶ ×Ëð Ã¿ï°Õå Ôé, Ãðò»×Æ Ôé Áå¶ À°ÔéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð-ÇÃøð ÔéÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶, ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Õ¯¯ÂÆ ØàéÅ E Áå¶ À°ÃçÆ êÈðÕ ØàéÅ E ò¿é×Æ ÃîÈÔ

S çÅ ÇòíÅÜé Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ E  E =  Áå¶ E  E = S.

òËµé-ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð 13.3, å¯¯º ÁÃÆº ÁÃÅéÆ å¯¯º êÌ¶ÇÖå Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð E Áå¶ F ÇÕÃ¶ ò¿é×Æ

ÃîÈÔ S, ç¶ Ã¿×å Õ¯¯ÂÆ ç¯¯ ØàéÅò» Ôé, å» {E F, E  F} ÃîÈÔ E çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔËÍ

ÃîÈÔ {E F, E F, E F} ÃîÈÔ E F çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË Áå¶ ÃîÈÔ

{E F, E F, E F, E F} Ã¿êÈðé ÃîÈÔ S çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË

Ô¹ä ÁÃÆº Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ çÆ êÌî¶ï ù ÇÃ¼è Õð»×¶Í

AC.E.B Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ çÆ êÌî¶ï (Theorem of Total Probability)

î³é ñú° {E
1
, E

2
,...,E

n
} ò¿é×Æ ÃîÈÔ S, çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ Ôð¶Õ ØàéÅ E

1
,

E
2

,...,E
n

çÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð-ÇÃøð ÔËÍ î³é ñÀ° A ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ Ã¿×å ÇÂ¼Õ ØàéÅ ÔË,

P(A) = P(E
1
) P(A|E

1
) + P(E

2
) P(A|E

2
) + ... + P(E

n
) P(A|E

n
)
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=
1

P(E )P(A | E )
n

j j
j



À°åê¼åÆ: Çç¼åÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ E
1
, E

2
, ..., E

n
ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË (ÇÚ¼åð13-4) ÇÂÃ

ñÂÆ,

S = E
1
 E

2
E

n
 ... (1)

Áå¶ E
i
E

j
=   i  j, i, j = 1, 2, ...., n

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ ØàéÅ A, ñÂÆ

A = A S

= A (E
1
E

2
... E

n
)

= (A E
1
) (A E

2
) (A E

n
)

éÅñ ÔÆ AE
i
, Áå¶ AE

j
, ´îòÅð ÃîÈÔ» E

i
Áå¶ E

j
ç¶ À°êÃîÈÔ Ôé ÇÜ¼æ¶ i j ÔË, ñÂÆ

éÅ-Ü¹ó¶ Ôé ÇÂÃ ñÂÆ i  j, i, j = 1, 2 ..., n ñÂÆ A E
i
Áå¶ A E

j
òÆ éÅ-Ü¹ó¶ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ P(A) = P[(A E
1
) (A E

2
) .....(A E

n
)]

= P(A E
1
) + P(A E

2
) + ... + P(A E

n
)

Ô¹ä P(A E
i
) = P(E

i
) P(A|E

i
) ÇÕÀ°ºÇÕ P (E

i
)  0i = 1,2,..., n

Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî ðÅÔÆº ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

ÇÂÃ ñÂÆ P(A) = P(E
1
) P(A|E

1
) + P(E

2
) P(A|E

2
) + ... + P(E

n
) P(A|E

n
)

Ü» P(A) =
1

P(E )P(A | E )
n

j j
j



À°çÅÔðä AE: ÇÕÃ¶ ÇòÁÕåÆ é¶ ÇÂ¼Õ ÇéðîÅä ÕÅðÜ çÅ á¶ÕÅ ÇñÁÅ ÔËÍ ÔóåÅñ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ

@.FE ÔËÍ ÔóåÅñ éÅ Ô¯¯ä çÆ Áå¶ ÔóåÅñ Ô¯¯ä çÆ ÔÅñå» Çò¼Ú ÇéðîÅä ÕÅðÜ ç¶ Ãî» Áé°ÃÅð êÈðÅ

Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅò» ´îòÅð:0-80Áå¶0-32ÔéÍ ÇéðîÅä ÕÅðÜ Ãî¶º Áé°ÃÅð êÈðÅ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ

êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ ÒÇéðîÅä ÕÅðÜ çÅ Ãî¶º Áé°ÃÅð êÈðÅ Ô¯¯äÅÓ çÆ ØàéÅ ù A Áå¶ ÒÔóåÅñ Ô¯¯äÓ

çÆ ØàéÅ ù B ðÅÔÆº ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÃÅù P(A) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

P(B) = 0.65, P(ÔóåÅñ éÔÆº) = P(B) = 1  P(B) = 1  0.65 = 0.35

P(A | B) = 0.32, P(A | B) = 0.80

ÇÕÀ°ºÇÕ ØàéÅò» B Áå¶ B ÃÅð¶ ÃîÈÔ çÅ ÇòíÅÜé ÔË ÇÂÃñÂÆ Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ êÌî¶ï ðÅÔÆº

= P(B) . P(A | B) + P(B) P(A | B)

= 0.65 × 0.32 + 0.35 × 0.8

ÇÚ¼åð AC. D
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= 0.208 + 0.28 = 0.488

ÇÂÃ ñÂÆ ÇéðîÅä ÕÅðÜ Ãî¶º Áé°ÃÅð êÈðÅ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 0-488ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ì¶ï÷-êÌî¶ï çÅ Õæé ÇñÖ»×¶ Áå¶ ÇÂÃù ÇÃ¼è Õð»×¶Í

ì¶÷-êÌî¶ï (Bayes' Theorem) Ü¶Õð E
1
, E

2
,..., E

n
éÅ-ÖÅñÆ ØàéÅò» Ôé ÇÜÔóÆ ÇÕ ò¿é×Æ

ÃîÈÔ S ç¶ ÇòíÅòé çÅ ÇéðîÅä ÕðçÆÁ» Ôé íÅò E
1
, E

2
,...., E

n
Ü¯¯ÇóÁÅ Çò¼Ú éÅ-Ü¹ó¶ Ôé Áå¶

E
1
 E

2
 ,..., E

n
= S ÔË Áå¶ A Õ¯¯ÂÆ ØàéÅ ÔË ÇÜÃçÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð-ÇÃøð ÔË, å»

P(E
i
|A) =

1

P(E )P(A|E )
, 1, 2, 3, ...,

P(E )P (A | E )

i i
n

j j
j

i n







À°åê¼åÆ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

P(E
i
|A) =

P(A E )

P(A)
i

=
P(E )P(A|E )

P(A)
i i

(Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî å¯̄º)

=

1

P(E )P(A|E )

P(E )P(A|E )

i i
n

j j
j


(Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ ç¶ Çéïî å¯̄º)

Çà¼êäÆ ì¶ï÷-êÌî¶ï ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ Çò¼Ú Ô¶á» ÇñÖÆ ôìçÅòñÆ òðåÆ ÜÅçÆ ÔË: ØàéÅò» E
1
, E

2
, ... E

n

ù êÇðÕñêéÅ(hypotheses)ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

P(E
i
) ù êÇðÕñêéÅ E

i
çÆ êÈðòÕÅñ çÆ Ã¿íÅòéÅ(a priori)ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ

P(E
i
A) ù êÇðÕñêéÅ E

i
çÆ À°µåðÕÅñ çÆ(a posteriori)Ã¿íÅòéÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

ì¶ï÷-êÌî¶ï ù ÕÅðä» çÆ Ã¿íÅòéÅ çÅ ÃÈåð òÆ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ E
i

ò¿é×Æ ÃîÈÔ Sç¶

ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé çÅ ÇéðîÅä Õðç¶ Ôé ÇÂÃ ñÂÆ ØàéÅò» E
i

Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ Ãî¶º Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Áå¶ Õ¶òñ

ÇÂ¼Õ ÔÆ ØàçÆ ÔË(íÅò E
i

Çò¼Ú¯¯º Õ¶òñ ÇÂ¼Õ ÔÆ ØàéÅ ØàçÆ ÔË Áå¶ ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è éÔÆº ØÇàå Ô¯

ÃÕçÆÁ» Ôé)ÇÂÃ ñÂÆ À°µå¶ Çç¼åÅ ÃÈåð ÃÅù ÇÕÃ¶ ÖÅÃ E
i
(íÅò ÇÂ¼Õ ÕÅðä)çÆ Ã¿íÅòéÅ Çç³çÅ ÔË

Üç¯º ÇÕ ØàéÅ A çÅ ØÇàå Ô¯äÅ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

ì¶ï÷-êÌî¶ï çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ÔÅñå» Çò¼Ú òðå¯º ï¯× ÔËÍ ÇÂÔéÅ Çò¼Ú¯º Õ°Þ ù Ô¶á-ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðä»

Çò¼Ú Ãê¼ôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä AF: ç¯ æËñ¶ I Áå¶ II Çç¼å¶ ÔéÍ æËñ¶ I Çò¼Ú 3ñÅñ Áå¶ 4ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Ôé Üç¯º

ÇÕ æËñ¶ II Çò¼Ú 5 ñÅñ Áå¶ 6 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» ÔéÍ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ×¶ºç

Õ¼ãÆ ×ÂÆ ÇÜÔóÆ ÇÕ ñÅñ ð¿× çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ÇÂÔ ×¶ºç æËñ¶ II Çò¼Ú¯º Õ¼ãÆ

×ÂÆ ÔË?

Ô¼ñ : î¿é ñÀ¹ ØàéÅ E
1
çÆ Ú½ä æËñ¶ I ù, ØàéÅ E

2
çÆ Ú½ä æËñ¶ II å¯º Áå¶ A ñÅñ ×¶ºç ù Õ¼ãä

ù çðÃÅªçÆ þÍ

å» P(E
1
) = P(E

2
) =

1

2

éÅñ ÔÆ P(A|E
1
) = P(æËñ¶ I Çò¼Ú¯º ñÅñ ð¿× çÆ ×¶ºç Õ¼ãäÅ) =

3

7

Áå¶ P(A|E
2
) = P(æËñ¶ II Çò¼Ú¯º ñÅñ ð¿× çÆ ×¶ºç Õ¼ãäÅ) =

5

11

Ô¹ä æËñ¶ II Çò¼Ú¯º ×¶ºç Õ¼ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ, Üç¯º ÇÕ ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ À°Ô ñÅñ ð¿× çÆ ÔË =

P(E
2
|A),

ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº :P(E
2
|A) =

2 2

1 1 2 2

P(E )P(A | E )

P(E )P (A | E )+P(E )P(A | E )

1 5
352 11

1 3 1 5 68
2 7 2 11


 

  

À°çÅÔðä AG: Çå¿é ÇÂ¼Õ¯ ÇÜÔ¶ ìÕÃ¶ I, II Áå¶ III Çç¼å¶ Ôé ÇÜ¼æ¶ Ôð¶Õ Çò¼Ú ç¯ ÇÃ¼Õ¶ ÔéÍ ìÕÃ¶ I Çò¼Ú

ç¯ò¶º ÇÃ¼Õ¶ Ã¯é¶ ç¶ Ôé, ìÕÃ¶ II Çò¼Ú ç¯ò¶º ÇÃ¼Õ¶ Ú»çÆ ç¶ Ôé Áå¶ ìÕÃ¶ III Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¯é¶ Áå¶ ÇÂ¼Õ Ú»çÆ

çÅ ÇÃ¼ÕÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇÂéÃÅé ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ìÕÃÅ Ú¹äçÅ ÔË Áå¶ À°Ã Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ

ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÃ¼ÕÅ Ã¯é¶ çÅ ÔË, å» ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ìÕÃ¶ Çò¼Ú çÈÜÅ ÇÃ¼ÕÅ òÆ Ã¯é¶

çÅ ÔË?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° E
1
, E

2
Áå¶ E

3
´îòÅð : ìÕÃ¶ I, II Áå¶ III ç¶ Ú¯ä ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

å» P(E
1
) = P(E

2
) = P(E

3
) =

1

3

éÅñ ÔÆ î³é ñÀ° A ØàéÅ ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÃ¼ÕÅ Ã¯é¶ çÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔËÍ

å» P(A|E
1
) = P(ìÕÃ¶ I å¯º Ã¯é¶ çÅ ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ) =

2

2
= 1

P(A|E
2
) = P(ìÕÃ¶ II å¯º Ã¯é¶ çÅ ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ) = 0

P(A|E
3
) = P(ìÕÃ¶ III å¯º Ã¯é¶ çÅ ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ) =

1

2
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Ô¹ä ìÕÃ¶ Çò¼Ú çÈÜÅ ÇÃ¼ÕÅ òÆ Ã¯é¶ çÅ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ

= Õ¼ÇãÁÅ ÇÃ¼ÕÅ Ã¯é¶ ç¶ ìÕÃ¶ I Çò¼Ú¯º Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ

= P(E
1
|A)

Ô¹ä ì¶ï÷ êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(E
1
|A) =

1 1

1 1 2 2 3 3

P(E )P(A|E )

P(E )PA|E )+P(E )P(A|E )+P(E )P(A|E )

=

1
1

23
1 1 1 1 31 0
3 3 3 2




    

À°çÅÔðä AH: î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. êÌÆÇÖÁä çÆ ÇòôòÅô ï¯×åÅ Ô¶á ÇñÖ¶ êÌÕÅð ÔËÍ

ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. êÅÇ÷Çàò ÇòÁÕåÆÁ» ñÂÆ êÌÆÇÖÁä 90% êåÅ ñ¼×ä Çò¼Ú Áå¶ 10% êåÅ éÅ

ñ¼×ä ç¶ ï¯× ÔËÍ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. å¯º Á÷Åç ÇòÁÕåÆÁ» ñÂÆ, êÌÆÇÖÁä 99% ÃÔÆ êåÅ ñ×ÅÀ¹ºçÅ ÔË

íÅò ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. éË×ÆÇàò ç¼ÃçÅ ÔË Üç¯º ÇÕ 1% êÌÆÇÖÁä ÇòÁÕåÆÁ» ñÂÆ ê¯÷Æàò ç¼ÃçÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ò¼âÆ Üé Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃ Çò¼Ú¯º 0.1% ÇòÁÕåÆ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. çÅ ÇôÕÅð Ôé, Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ

ì¶åðåÆìÆ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ À°ÃçÅ êÌÆÇÖÁä ÕÆå¶ ÜÅä å¶ ð¯× ÇòÇ×ÁÅéÆ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. çÅ

ÇôÕÅð ç¼ÃçÅ ÔËÍ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ÇòÁÕåÆ ÁÃñ Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. çÅ ÇôÕÅð ÔË?

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ E Ú¹ä¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁÃñ Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò Ô¯ä çÆ ØàéÅ ÔË Áå¶ A

ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. êÌÆÇÖÁä Çò¼Ú ê¯÷Æàò Ô¯ä çÆ ØàéÅ ÔË ÁÃÆº P(E|A) êåÅ ÕðéÆ ÔËÍ

éÅñ ÔÆ E Ú¹ä¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò éÅ Ô¯ä çÆ ØàéÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Ãêôà å½ð å¶ {E, E} Üé Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú ÃÅð¶ ÇòÁÕåÆÁ» ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÅ ÇÂ¼Õ

ÇòíÅÜé ÔËÍ ÃÅù êåÅ ÔË :

P(E) = 0.1%
0.1

0.001
100

 

P(E) = 1 – P (E) = 0.999

P(A| E) = P(ÇòÁÕåÆ çÅ êÌÆÇÖÁä Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò ÁÅÀ°äÅ Üç¯º ÇÕ ÁÃñ

Çò¼Ú ÁËÚ.ÁÅÂÆ. òÆ ê¯÷Æàò ÔË)= 90% =
9

0.9
10
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Áå¶ P(A|E) = P(ÇòÁÕåÆ çÅ êÌÆÇÖÁä Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò ÁÅÀ°äÅ Üç¯º ÇÕ ÁÃñ

Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò éÔÆº ÔË)= 1% = 0.01

Ô¹ä ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(E|A) =
P(E)P(A|E)

P(E)P(A|E)+P(E )P(A | E ) 

=
0.001 0.9 90

0.001 0.9 0.999 0.01 1089




  
= 0.083(ñ×í×)

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ä¶ Ô¯Â¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁÃñ Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò Ô¯ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ, Üç¯º ÇÕ êåÅ ÔË ÇÕ À¹Ã çÅ êÌÆÇÖÁä ê¯÷Æàò ÔË, 0.083 ÔËÍ

À°çÅÔðä AI: ÇÂ¼Õ ì¯ñà ìäÀ¹ä ç¶ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú îôÆé» A, B Áå¶ C Õ°ñ êËçÅòÅð çÅ ´îòÅð

25%, 35% Áå¶ 40% ì¯ñà ìäÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔéÅ îôÆé» ç¶ êËçÅòÅð çÅ ´îòÅð 5]4]Áå¶ 2
êÌåÆôå íÅ× ÖðÅì ÔËÍ ì¯ñà» çÆ Õ¼°ñ êËçÅòÅð Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ì¯ñà ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ÇãÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶

ÖðÅì êÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃçÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ì¯ñà îôÆé B ðÅÔÆº ìäÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË?

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ ØàéÅò» B
1
, B

2
, B

3
Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» Ôé :

B
1

: ì¯ñà îôÆé A ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ

B
2

: ì¯ñà îôÆé B ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ

B
3

: ì¯ñà îôÆé C ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ

ÃÅø å½ð å¶ ØàéÅò» B
1
, B

2
, B

3
ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ Áå¶ êÇðêÈðä ÔéÍ î³é ñú ÇÕ ØàéÅ

E Ô¶á ÇñÖÆ åð·» ÔË: E ì¯ñà ÖðÅì ÔËÍ

ØàéÅ E, ØàéÅò» B
1
Ü» B

2
Ü» B

3
éÅñ ØÇàå Ô¹¿çÆ ÔËÍ Çç¼åÅ ÔË:

P(B
1
) = 25% = 0.25, P (B

2
) = 0.35 Áå¶ P(B

3
) = 0.40

ç¹ìÅðÅ P(E|B
1
) =ì¯ñà ÖðÅì Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ Üç¯¯º Çç¼åÅ Ô¯¯ò¶ ÇÕ À°Ô îôÆé B ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ

= 5% = 0.05

ÇÂÃ¶ åð·» P(E|B
2
) = 0.04, P(E|B

3
) = 0.02

ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(B
2
|E) =

2 2

1 1 2 2 3 3

P(B )P(E|B )

P(B )P(E|B )+P(B )P(E|B )+P(B )P(E+|B )

=
0.35 0.04

0.25 0.05 0.35 0.04 0.40 0.02



    

0.0140 28

0.0345 69
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À°çÅÔðä B@: ÇÂ¼Õ âÅÕàð é¶ ÇÂ¼Õ ð¯¯×Æ ù ò¶Öä ÁÅÀ°äÅ ÔËÍ êÇÔñ» ç¶ å÷ðÇìÁ» å¯¯º ÇÂÔ êåÅ ÔË

ÇÕ À°Ãç¶ àz¶é, ì¼Ã Ü» ÃÕ±àð Ü» ÇÕÃ¶ Ô¯¯ð òÅÔé å¯¯º ÁÅÀ°ä çÆÁ» Ã¿íÅòéÅò»
3 1 1 2

, ,
10 5 10 5

¡Â∂

ÔéÍ Ü¶Õð À°Ô àz¶é, ì¼Ã Ü» ÃÕ±àð å¶ ÁÅÀ°ºçÅ ÔË å» À°Ãç¶ ç¶ð éÅñ ÁÅÀ°ä çÆÁ» Ã¿íÅòéÅò»

´îòÅð
1 1 1

, ,
4 3 12

¡Â∂ Ôé, êð ÇÕÃ¶ Ô¯¯ð òÅÔé å¶ ÁÅÀ°ä å¶ À°Ãù ç¶ð éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔËÍ Ü¶Õð À°Ô ç¶ð

éÅñ ÁÅÇÂÁÅ, å» À°Ãç¶ àz¶é å¶ ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ ÒâÅÕàð ç¶ ð¯¯×Æ Õ¯¯ñ ç¶ð éÅñ ÁÅÀ°äÓÓ çÆ ØàéÅ E ÔËÍ Ü¶Õð âÅÕàð ç¶ àz¶é,

ì¼Ã, ÃÕ±àð Ü» ÇÕÃ¶ Ô¯¯ð òÅÔé ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä çÆÁ» ØàéÅò» ´îòÅð T
1
, T

2
, T

3
, Áå¶ T

4
Ô¯¯ä å»

P(T
1
) = 2 3 4

3 1 1 2
,P(T ) ,P(T ) P(T )

10 5 10 5
  vkjS (Çç¼åÅ ÔË)

P(E|T
1
) = âÅÕàð ç¶ àz¶é ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä å¶ ç¶ð éÅñ êÔ¹¿Úä çÆ Ã¿íÅòéÅ =

1

4

ÇÂÃ¶ êÌÕÅð P(E|T
2
) =

1

3
, P (E|T

3
) =

1

12
, P(E|T

4
) = 0, ÇÕÀ°ºÇÕ Ô¯¯ð òÅÔé ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä å¶ À°Ãù

ç¶ð éÔÆº Ô¯¯ò¶×ÆÍ

Ô¹ä ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(T
1
|E) = âÅÕàð ðÅÔÆº ç¶ð éÅñ ÁÅÀ°ä å¶ àz¶é ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ

=
1 1

1 1 2 2 3 3 4 4

P(T )P(E|T )

P(T )P(E|T )+ P(T )P(E|T )+P(T )P(E|T )+P(T )P(E|T )

=

3 1

10 4
3 1 1 1 1 1 2

0
10 4 5 3 10 12 5



      

3 120 1

40 18 2
  

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ
1

2
ÔËÍ

À°çÅÔðä BA: ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ ç¶ ìÅð¶ êåÅ ÔË ÇÕ À°Ô 4Çò¼Ú¯º 3 òÅðÆ Ã¼Ú ì¯ñçÅ ÔËÍ À°Ô ÇÂ¼Õ êÅÃ¶

ù Ã¹¼àçÅ ÔË Áå¶ ç¼ÃçÅ ÔË ÇÕ ÁÅÀ°ä òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË ÇÂÃçÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ êÅÃ¶ å¶ ÁÅÀ°ä

òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÁÃñ Çò¼Ú 6 ÔËÍ

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ E]ÒÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº êÅÃ¶ ù Ã¹¼à Õ¶ ÇÂÔ ç¼Ãä çÆ ÇÕ À°Ã å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ

6 ÔËÓ çÆ ØàéÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ S
1
]êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ Áå¶ S

2
êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ

6 éÔÆº ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ ÔËÍ

P(S
1
) = Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ =

1

6

Áå¶
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P(S
2
) = Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ =

5

6

P(E|S
1
) = ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº ÇÂÔ ç¼Ãä å¶ ÇÕ êÅÃ¶ çÆ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË Üç¯º ÇÕ êÅÃ¶ å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ

Ã¿ÇÖÁÅ ÁÃñ Çò¼Ú 6 ÔË çÆ Ã¿íÅòéÅ

= ÇòÁÕåÆ ç¶ Ã¼Ú ì¯ñä çÆ Ã¿íÅòéÅ =
3

4

P(E|S
2
) = ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº ÇÂÔ ç¼Ãä å¶ êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË Üç¯º ÇÕ êÅÃ¶ å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ

Ã¿ÇÖÁÅ ÁÃñ Çò¼Ú 6 éÔÆº ÔË çÆ Ã¿íÅòéÅ

= ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº Ã¼Ú é» ì¯ñä çÆ Ã¿íÅòéÅ
3 1

1
4 4

  

Ô¹ä ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(S
1
|E) = ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº ÇÂÔ ç¼Ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÇÕ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË, Üç¯º ÁÃñ Çò¼Ú 6 ÔË

=
1 1

1 1 2 2

P(S )P(E|S )

P(S )P(E|S )+P(S )P(E|S )
=

1 3
1 24 36 4

1 3 5 1 8 8 8

6 4 6 4


  

  

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ
3

8
ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ À¹Ô ëñé Ô¹¿çÅ þ ÇÜÃçÅ êÌ»å ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌ¶Öä çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ Ô¹¿çÅ þÍ

À¹çÅÔðä ç¶ ñÂÆ, ÁÅú ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù ç¯ òÅð ñ×ÅåÅð À¹ÛÅñä ç¶ êÌ¶Öä À¹Î¼êð ÇòÚÅð Õð¯Í

êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ þ : S = {HH, HT, TH, TT}

Ü¶Õð X êÌÅêå ÇÚ¼å» çÆ Ç×äåÆ ù çðÃÅªçÅ þ å» X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ þ Áå¶ Ôð¶Õ êÇðäÅî

ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ î¹¼ñ Ô¶á Áé¹ÃÅð Çç¼åÅ Ç×ÁÅ þ :

X (HH) = 2, X (HT) = 1, X (TH) = 1, X (TT) = 0

ÇÂ¼Õ ÔÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ å¶ ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è ì¶åðåÆì Úñ êÇðíÅÇôå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

À¹çÅÔðä ç¶ ñÂÆ î¿é ñÀ¹ ÇÕ Y, ò¿é×Æ ÃîÈÔ S ç¶ Ôð¶Õ êÇðäÅî ç¶ ñÂÆ ÇÚ¼å» çÆ ×ÇäåÆ

ÇòÚ¯º êà» çÆ Ç×äåÆ ç¶ ØàÅú ù çðÃÅªçÅ þ, å»

Y (HH) = 2, Y (HT) = 0, Y (TH) = 0, Y (TT) = –2

ÇÂÃ ñÂÆ X ¼å¶ Y, ò¿é×Æ ÃîÈÔ S Çò¼Ú ç¯ Çí¿é ì¶åðåÆì Úñ êÇðíÅÇôå ÕÆå¶ ×Â¶ ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ AC.C

1. ÇÂ¼Õ Õñô Çò¼Ú 5 ñÅñ Áå¶ 5 ÕÅñÆÁ» ×¶ºçÅ ÔéÍ ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ×¶ºç Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔË,

ÇÜÃçÅ ð¿× é¯à Õðé ç¶ ìÅÁç ç¹ìÅðÅ Õñô Çò¼Ú êÅ Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔËÍ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ð¿× çÆÁ» 2
Ô¯ð ×¶ºç» Õñô Çò¼Ú êÅ Çç¼åÆÁ» Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ Õñô ÇòÚ¯º ÇÂ¼Õ ×¶ºç Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔËÍ çÈÜÆ

×¶ºç çÆ ñÅñ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

2. ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú4ñÅñ Áå¶ 4ÕÅñÆÁ» ×¶ºçÅ Ôé Áå¶ æËñ¶ Çò¼Ú 2ñÅñ Áå¶ 6 ÕÅñÆÁ»

×¶ºç» ÔéÍ ç¯ò¶º æËÇñÁ» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ À°Ã Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ

×¶ºç Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔË ÇÜÔóÆ ÇÕ ñÅñ ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ×¶ºç êÇÔñ¶ æËñ¶ Çò¼Ú¯º

Õ¼ãÆ ÔË?

3. ÇÂÔ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÕÅñÜ ç¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» Çò¼Ú¯º 60% Ô¯Ãàñ Çò¼Ú ðÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ 40%

Ô¯Ãàñ Çò¼Ú éÔÆº ðÇÔ³ç¶ ÔéÍ êÇÔñ» ç¶ ÃÅñ» ç¶ éåÆÜ¶ ÃÈÇÚå Õðç¶ Ôé ÇÕ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú

ðÇÔä òÅñ¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» Çò¼Ú¯º 30% Áå¶ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú éÅ ðÇÔä òÅñ¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ»

Çò¼Ú¯º 20% ÇòÇçÁÅðæÆÁ» é¶ A&×ð¶â ÇñÁÅÍ ÃÅñ ç¶ Á³å Çò¼Ú ÕÅñÜ ç¶ ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ

ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅ Áå¶ ÇÂÔ êÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÇÕ À°Ãù A-×ð¶â ÇîÇñÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ

×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ÇòÇçÁÅðæÆ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú ðÇÔä òÅñÅ ÔË?

4. ÇÂ¼Õ ìÔ¹&ÇòÕñêÆ êÌôé çÅ À°µåð ç¶ä Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ Ü» å» êÌôé çÅ À°µåð ÜÅäçÅ

ÔË Ü» À°Ô Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ À°Ãç¶ À°µåð ÜÅéä çÆ Ã¿íÅòéÅ
3

4
ÔË Áå¶ Á³çÅ÷Å

ñ×ÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ
1

4
ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ÇòÇçÁÅðæÆ ç¶ êÌôé ç¶ À°µåð çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°ä

å¶ ÃÔÆ À°µåð ç¶ä çÆ Ã¿íÅòéÅ
1

4
ÔË å» ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ÇòÇçÁÅðæÆ

êÌôé çÅ À°µåð ÜÅäçÅ ÔË Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ À°Ãé¶ ÃÔÆ À°µåð Çç¼åÅ ÔË?

5. ÇÕÃ¶ ÖÅÃ ð¯× ç¶ ÃÔÆ êÌÆÇÖÁä ñÂÆ ÖÈé çÆ Ü»Ú 99% ÁÃðçÅð ÔË, Üç¯º ÁÃñ Çò¼Ú ð¯×Æ À°Ã

ð¯× å¯º êÆÇóå ÔËÍ êð 0.5% òÅðÆ ÇÕÃ¶ áÆÕ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÖÈé çÆ Ü»Ú Õðé å¶ êÌÆÇÖÁä ×ñå

Çðê¯ðà Çç³çÅ ÔË íÅò ÇòÁÕåÆ ù ð¯× å¯º êÆÇóå ç¼ÃçÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ ÁìÅçÆ Çò¼Ú0-1% ñ¯×

À°Ã ð¯× å¯º êÆÇóå Ôé å» ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇòÁÕåÆ

À°Ã ð¯× å¯º êÆÇóå Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð À°Ãç¶ ÖÈé çÆ Ü»Ú Çò¼Ú ç¼ÇÃÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ À°Ãù ÇÂÔ ð¯× ÔË?

6. Çå¿é ÇÃ¼Õ¶ Çç¼å¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ¶ ÇÃ¼Õ¶ ç¶ ç¯ò¶º êÅÃ¶ ÇÚ¼å ÔËÍ çÈÜÅ ÇÃ¼ÕÅ ê¼ÖêÅåÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÚ¼å 75%

òÅðÆ ÁÅÀ¹ºçÆ ÔË Áå¶ åÆÜÅ ÇÃ¼ÕÅ Çéðê¼Ö ÔËÍ Çå¿é» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ

Ç×ÁÅ Áå¶ À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅÍ Ü¶Õð ÇÃ¼Õ¶ å¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ°ºçÅ ÔË, å» ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ç¯ò¶º

ÇÚ¼å òÅñ¶ ÇÃ¼Õ¶ Ôé?
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7. ÇÂ¼Õ ìÆîÅ Õ¿êéÆ 2000ÃÕ±àð ÚÅñÕ»,4000ÕÅð ÚÅñÕ» Áå¶ 6000àð¼Õ çÅ ìÆîÅ ÕðçÆ

ÔËÍ ç¹ðØàéÅò» çÆÁ» Ã¿íÅòéÅò» ´îòÅð:0-01]0-03Áå¶0-15 ÔËÍ ìÆîÅ ÕðòÅÀ°ä òÅñ¶

ÚÅñÕ» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ç¹ðØàéÅ å¯º êÆÇóå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ À°Ã ÇòÁÕåÆ ç¶ ÃÕ±àð ÚÅñÕ Ô¯ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

8. ÇÂ¼Õ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú A Áå¶ B îôÆé» ÔéÍ êÇÔñ¶ Çòòðé å¯º êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ Õ¼°ñ êËçÅòÅð

çÅ 60% îôÆé A Áå¶ 40% îôÆé B ðÅÔÆº êËçÅ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯¯º ÇÂñÅòÅ îôÆé A

çÅ 2% Áå¶ îôÆé B çÅ1% êËçÅòÅð ÖðÅì ÔËÍ Ü¶Õð Õ°¼ñ êËçÅòÅð çÅ ÇÂ¼Õ ã¶ð ìäÅ ÇñÁÅ

Ü»çÅ ÔË Áå¶ À°Ã ã¶ð å¯¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ãÆ ×ÂÆ òÃå± ÖðÅì Ô¯¯ò¶, å» ÇÂÃ òÃå± ç¶ îôÆé

A ðÅÔÆº ìä¶ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

9. ç¯¯ à¯¯ñÆÁ» ÇÂ¼Õ Çé×î ç¶ Çéç¶ôÕ î³âñ Çò¼Ú êç êÌÅêå Õðé ñÂÆ î¹ÕÅìñ¶ Çò¼Ú ÔéÍ

êÇÔñÆ Áå¶ çÈÜÆ à¯¯ñÆ ç¶ ÇÜ¼åä çÆ Ã¿íÅòéÅò» ´îòÅð0-6Áå¶ 0-4ÔéÍ ÇÂÃ å¯¯º ÇÂñÅòÅ

Ü¶Õð êÇÔñÆ à¯¯ñÆ ÇÜ¼åçÆ ÔË å» ÇÂ¼Õ éò¶º À°åêÅç ç¶ ô¹ðÈ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ0-7ÔË Áå¶ Ü¶Õð

çÈÜÆ à¯¯ñÆ ÇÜ¼åçÆ ÔË å» ÇÂÃ ×¼ñ çÆ Ã¿×å Ã¿íÅòéÅ0-3ÔËÍ ÇÂÃ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯ ÇÕ

éò» À°åêÅç çÈÜ¶ çñ ðÅÔÆº ô¹ðÈ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

10. î³é ñÀ° ÇÕ Õ¯¯ÂÆ Õ°óÆ ÇÂ¼Õ êÅÃÅ Ã¹¼àçÆ ÔËÍ Ü¶Õð À°Ãù 5 Ü» 6 Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË å»

À°Ô ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅñçÆ ÔË Áå¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ°ä çÆ Ç×äåÆ é¯¯à ÕðçÆ ÔËÍ Ü¶Õð

À°Ãù1]2]3Ü» 4Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË å» À°Ô ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ÁÅÀ°äÅ ÇÂ¼Õ òÅðÆ À°ÛÅñçÆ

ÔË Áå¶ ÇÂÔ é¯¯à ÕðçÆ ÔË ÇÕ À°Ãå¶ ÇÚ¼å Ü» ê¼à ÁÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð À°Ãù áÆÕ ÇÂ¼Õ ÇÚ¼å

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, å» À°Ãç¶ ðÅÔÆº À°ÛÅñ¶ êÅÃ¶ å¶1]2]3Ü» 4ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

11. ÇÂ¼Õ ÇéðîÅåÅ ç¶ Õ¯¯ñ A, B Áå¶ C îôÆé ÁÅêð¶àð ÔéÍ êÇÔñÅ ÁÅêð¶àð A 1% ÖðÅì

Ãî¼×ðÆ ìäÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÁÅêð¶àð B Áå¶ C ´îòÅð 5% Áå¶ 7% ÖðÅì Ãî¼×ðÆ ìäÅÀºç¶

ÔéÍ ÕÅðÜ Óå¶ A Õ¼°ñ 50% Ãî» ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔË, B Õ¼°ñ Ãî» çÅ 30% Áå¶ C Õ°¼ñ Ãî» çÅ

20% ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÖðÅì Ãî¼×ðÆ ìäçÆ ÔË å» À°Ãù A ðÅÔÆº ìéÅÀ°ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

12. 52 ê¼ÇåÁ» çÆ åÅô çÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ êåÅ ×òÅÚ Ü»çÅ ÔËÍ ìÅÕÆ ê¼ÇåÁ» ÇòÚ¯¯º ç¯¯ ê¼å¶ Õ¼ã¶

Ü»ç¶ Ôé ÇÜÔó¶ ÇÂ¼à ç¶ ÔéÍ ×òÅÚ¶ ê¼å¶ ç¶ ÇÂ¼à ç¶ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

13. A ðÅÔÆº Ã¼Ú ì¯¯ñä çÆ Ã¿íÅòéÅ
4

5
ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ A ç¼ÃçÅ ÔË ÇÕ

ÇÚ¼å ÁÅÇÂÁÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÚ¼å ÁÅÀ¹ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË:

(A)
4

5
(B)

1

2
(C)

1

5
(D)

2

5
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14. Ü¶Õð A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆÁ» ØàéÅò» Ôé ÇÕ A  B ÔË Áå¶ P(B) 0 ÔË å» Ô¶á»

ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯¯º ÇÕÔóÆ áÆÕ ÔË:

(A)
P(B)

P(A | B)
P(A)

 (B) P(A|B) < P(A)

(C) P(A|B)  P(A) (D) ÇÂÔé» Çò¼Ú¯¯º Õ¯¯ÂÆ éÔÆº

ë¹àÕñ À°çÅÔðä

À°çÅÔðä BB. ÚÅð â¼ÇìÁ» Çò¼Ú ð¿×Æé ×¶ºç» Ô¶á ÇñÖÆ ÃÅðäÆ Áé°ÃÅð Ôé :

â¼ìÅ ð¿×

ÕÅñÅ Ãø¶ç ñÅñ éÆñÅ

I 3 4 5 6

II 2 2 2 2

III 1 2 3 1

IV 4 3 1 5

ÇÂ¼Õ Çâ¼ì¶ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅ Áå¶ ë¶ð À°Ã Çò¼Ú¯¯º ×¶ºç Õ¼ãÆ ×ÂÆÍ Ü¶Õð ×¶ºç çÅ

ð¿× ÕÅñÅ ÔË å» ÇÂÃçÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ×¶ºç ù â¼ì¶ III Çò¼Ú¯¯º Õ¼ÇãÁÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° A, E
1
, E

2
, E

3
Áå¶ E

4
Ô¶á Çç¼å¶ åð·» éÅñ êÇðíÅÇôå ØàéÅò» Ôé :

A : ÇÂ¼Õ ÕÅñÆ ×¶ºç Õ¼ãäÅ E
1

: â¼ì¶&I çÆ Ú¯¯ä

E
2

: â¼ì¶&II çÆ Ú¯¯ä E
3

: â¼ì¶&III çÆ Ú¯¯ä

E
4

: â¼ì¶&IV çÆ Ú¯¯ä

ÇÕÀ°ºÇÕ â¼ÇìÁ» ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÔË:

ÇÂÃ ñÂÆ P(E
1
) = P(E

2
) = P(E

3
) = P(E

4
)

1

4


éÅñ ÔÆ P(A|E
1
) =

3

18
, P (A|E

2
) =

2

8
, P (A|E

3
) =

1

7
Áå¶ P (A|E

4
) =

4

13

P(â¼ì¶&III çÆ Ú¯¯ä Üç¯¯º ÇÕ êåÅ ÔË ÇÕ ÕÅñÆ ×¶ºç Õ¼ãÆ ÔË )

= P(E
3
|A) ì¶ï÷ êÌî¶ï ðÅÔÆº
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P(E
3
|A) =

3 3

1 1 2 2 3 3 4 4

P(E ).P(A|E )

P(E )P(A|E ) P(E )P(A|E )+P(E )P(A|E ) P(E )P(A|E ) 

=

1 1

4 7 0.165
1 3 1 1 1 1 1 4

4 18 4 4 4 7 4 13




      

À°çÅÔðä BC. A Áå¶ B òÅðÆ ÇÃð ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Ã¹¼àç¶ Ôé Üç¯º å¼Õ ÇÕ À°Ôé» Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ ÇÂ¼Õ êÅÃ¶

å¶ Û¶ êÌÅêå ÕðÕ¶ Ö¶â ÇÜ¼å éÔÆº ñËºçÅÍ Ü¶Õð A å¯¯º Ö¶â ô¹ðÈ ÕðÆÂ¶ å» À°Ôé» çÆ ÇÜ¼åä çÆ ´îòÅð

Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ôñ: î³é ñÀ° S ÃëñåÅ (êÅÃ¶ å¶ 6ÁÅÀ¹äÅ)ù Áå¶ F ÁÃëñåÅ (êÅÃ¶ å¶ 6éÅ ÁÅÀ¹äÅ)ù

çðÃÅÀ¹ºç¶ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
1 5

P(S) , P(F)
6 6

 

P(A ç¶ êÇÔñÆ òÅðÆ Ã¹¼àä Çò¼Ú ÇÜ¼åäÅ) = P(S) =
1

6

A ù åÆÜÆ À°ÛÅñ çÅ î½ÕÅ å» ÇîñçÅ ÔË Üç¯¯º A ù êÇÔñÆ À°ÛÅñ Çò¼Ú Áå¶ B ù çÈÜÆ À°ÛÅñ

Çò¼Ú ÁÃëñåÅ ÇîñçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

P(A çÅ åÆÜÆ À°ÛÅñ Çò¼Ú ÇÜ¼åäÅ) = P(FFS) =
5 5 1

P(F)P(F)P(S)=
6 6 6
 

2
5 1

6 6

 
   

ÇÂÃ åð·» P(A çÅ ê³ÜòÆº À°ÛÅñ Çò¼Ú ÇÜ¼åäÅ) = P (FFFFS)

4
5 1

6 6

   
       

Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¯ð, ÇÂÃ ñÂÆ P(A çÅ ÇÜ¼åäÅ) =

2 4
1 5 1 5 1

...
6 6 6 6 6

       
                

=

1

6
1 25

36

 =
6

11

P(B ÇÜ¼åäÅ) = 1 – P(A ÇÜ¼åäÅ) =
6 5

1
11 11
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Çà¼êäÆ : Ü¶Õð (a + ar + ar2 + ... + arn–1 + ..., ÇÜ¼æ¶ r | < 1,) å» ÇÂÃ Áé§å ô¶ÌäÆ çÅ Ü¯ó

.
1

a

r
ÔËÍ (ò¶Ö¯ ÜîÅå XI çÆ êÅá ê¹ÃåÕ çÅ A.1.3)

À°çÅÔðä BD. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îôÆé Ú¿×Æ åð·» ñ×ÅÂÆ Ü»çÆ ÔË, å» 90% ÃòÆÕÅð ï¯× òÃå» ìäÅÀ°ºçÆ

ÔéÍ Ü¶Õð ÇÂÔ Ú¿×Æ åð·» éÔÆº ñ×ÅÂÆ Ü»çÆ å» ÇÂÔ îÅåð 40% ÃòÆÕÅð ï¯× òÃå» ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ
êÇÔñ» çÅ åÜðìÅ ÇÂÔ çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔË ÇÕ îôÆé 80% Ú¿×Æ åð·» ÃæÅÇêå ÔËÍ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ áÆÕ ÃæÅêé
ç¶ ìÅÁç îôÆé 2 ÃòÆÕÅð ï¯× òÃå» ìäÅçÆ ÔË å» ÇÂÔ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ îôÆé Ú¿×Æ åð·»
ÃæÅÇêå ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° A ÇÂ¼Õ ØàéÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú îôÆé ç¯ ÃòÆÕÅð ï¯× òÃåÈÁ» ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ éÅñ ÔÆ î³é
ñÀ° B

1
ÃÔÆ ÕÅðÜ êÌäÅñÆ çÆ ØàéÅ ù çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔË Áå¶ B

2
×ñå ÕÅðÜ êÌäÅñÆ çÆ ØàéÅ ù

çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔËÍ

Ô¹ä P(B
1
) = 0.8, P(B

2
) = 0.2

P(A|B
1
) = 0.9 × 0.9 Áå¶ P(A|B

2
) = 0.4 × 0.4

ÇÂÃ ñÂÆ P(B
1
|A) =

1 1

1 1 2 2

P(B ) P(A|B )

P(B ) P(A|B ) + P(B ) P(A|B )

=
0.8× 0.9 × 0.9 648

0.95
0.8× 0.9× 0.9 + 0.2 × 0.4 × 0.4 680

 

ÁÇèÁÅÇÂ AC Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. A Áå¶ B ÇÂÃ åð·» çÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ P (A)  0 ÔË P(B|A) êåÅ Õð¯¯ Ü¶Õð :

(i) A, ÃîÈÔ B çÅ À°êÃîÈÔ ÔË (ii) A B =

2. ÇÂ¼Õ ôÅçÆô¹çÅ Ü¯¯ó¶ ç¶ ç¯ ì¼Ú¶ Ôé :

(i) ç¯¯ò¶º ì¼ÇÚÁ» ç¶ î¹¿âÅ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ ç¯¯ò¶º ì¼ÇÚÁ» Çò¼Ú¯¯º

Ø¼à¯¯&Ø¼à ÇÂ¼Õ î¹¿âÅ ÔËÍ

(ii) ç¯¯ò¶º ì¼ÇÚÁ» ç¶ Õ°óÆ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯ ÇÕ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ ò¼âÅ ì¼ÚÅ

Õ°óÆ ÔËÍ

3. Ã¯¯Ú¯ ÇÕ 5% îðç» Áå¶ 0.25% Á½ðå» ç¶ òÅñ è½ñ¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ è½ñ¶ òÅñ» òÅñ¶ ÇòÁÕåÆ ù

ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅÍ ÇÂÃ ÇòÁÕåÆ ç¶ îðç Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË? ÇÂÔ î³é¯ ÇÕ

îðç» Áå¶ Á½ðå» çÆ Ç×äåÆ ìðÅìð ÔËÍ

4. î³é ñÀ° ÇÕ 90% ÇòÁÕåÆ Ã¼Ü¶ Ô¼æ éÅñ Õ¿î Õðé òÅñ¶ ÔéÍ ÇÂÃçÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË ÇÕ10
ÇÂéÃÅé» Çò¼Ú¯¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ä¶ ×Â¶ ò¼è å¯¯º ò¼è 6 ÇÂéÃÅé Ã¼Ü¶ Ô¼æ éÅñ Õ¿î Õðé òÅñ¶

Ô¯¯ä×¶?
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5. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ñÆê ÃÅñ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯ò¶ å» ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ã ÃÅñ Çò¼Ú

53î³×ñòÅð Ô¯ä×¶?

6. î³é ñÀ° ÃÅâ¶ Õ¯ñ A, B, C Áå¶ D ìÕÃ¶ Ôé ÇÜÔéÅ Çò¼Ú ð¼ÖÆ Ã¿×îðîð çÆ ñÅñ, Ãø¶ç

Áå¶ ÕÅñÆÁ» à¹ÕóÆÁ» çÅ Çòòðé Ô¶á ÇñÖÆ åð·» ÔéÍ ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ìÕÃÅ Ú¹ÇäÁÅ

Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ å¯º ÇÂ¼Õ à¹ÕóÅ Õ¼ÇãÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ Ü¶Õð à¹ÕóÅ ñÅñ Ô¯ò¶ å» ÇÂÃù ìÅÕÃ A_
ìÅÕÃ B]ìÅÕÃ C å¯º Õ¼ã¶ ÜÅä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

ìÅÕÃ Ã¿×îðîð ç¶ à¹ÕÇóÁ» çÅ ð¿×

ñÅñ Ãø¶ç ÕÅñÅ

A 1 6 3

B 6 2 2

C 8 1 1

D 0 6 4

7. î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ ð¯×Æ ù Ççñ çÅ ç½ðÅ êËä çÅ Ã¿ï¯× 40% ÔËÍ ÇÂÔ î¿é ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ ÇèÁÅé

Áå¶ ï¯× ÇòèÆ éÅñ Ççñ çÅ ç½ðÅ êËä ç¶ Öåð¶ ù 30% Ø¼à ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Áå¶ çòÅÂÆ

ðÅÔÆº Öåð¶ ù 25% Ø¼à ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ òÆ Ãî¶º ð¯×Æ ÇÂÔé» ç¯é» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ

ÇòÕñê çÆ Ú¯ä ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÔ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ À°µå¶ Çç¼å¶ ÇòÕñê» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ çÆ Ú¯ä Õðé

òÅñ¶ ð¯×ÆÁ» å¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ð¯×Æ Ççñ ç¶ ç½ð¶ å¯º êÆÇóå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ð¯×Æ

ðÅÔÆº ÇèÁÅé Áå¶ ï¯× ÇòèÆ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆå¶ ÜÅä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

8. Ü¶Õð 2´î ç¶ ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÃøð Ü» ÇÂ¼Õ Ô¯ä å» ÇâàðîÆéËºà çÅ èéÅåîÕ

î¹¼ñ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?(î³é ñÀ° ÇÕ ÇâàðîÆéËºà çÅ Ôð¶Õ å¼å Á÷ÅçÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÜÅ

ÃÕçÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ çÆ Ú¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ
1

2
ÔËÍ )

9. ÇÂ¼Õ ÇÂñËÕàzÅÇéÕ ÁÃËºìñÆ ç¶ ç¯ ÃÔÅÇÂÕ ìàé A Áå¶ B ÔéÍ êÇÔñ» ç¶ ÇéðÆÖä» ðÅÔÆº Ô¶á»

Çç¼åÆÁ» Ã¿íÅòé» êåÅ Ôé :

P(A ç¶ ÁÃëñ Ô¯ä çÆ ) = 0.2

P ( ÇÃðø B ç¶ ÁÃëñ Ô¯ä çÆ ) = 0.15

P( A Áå¶ B ç¶ ÁÃëñ Ô¯ä çÆ ) = 0.15

å», Ô¶áñÆ Ã¿íÅòé» êåÅ Õð¯:

(i) P ( A ÁÃëñ/ B ÁÃëñ Ô¯ Ú¹¼ÕÅ Ô¯ò¶ )

(ii) P (Õ¶òñ A ÁÃëñ)
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10. æËñ¶ A Çò¼Ú C ñÅñ Áå¶ 4ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Ôé Áå¶ æËñ¶ II Çò¼Ú D ñÅñ Áå¶ 5ÕÅñÆÁ» ×¶ºç»

ÔéÍ ÇÂ¼Õ ×¶ºç æËñ¶ A å¯º æËñ¶ B Çò¼Ú í¶ÜÆ Ü»çÆ ÔË Áå¶ ÇÂ¼Õ ×¶ºç æËñ¶ 2 Çò¼Ú¯º Õ¼ãÆ Ü»çÆ

ÔËÍ Õ¼ãÆ Ô¯ÂÆ ×¶ºç ñÅñ ð¿× çÆ ÔËÍ í¶ÜÆ Ô¯ÂÆ ×¶ºç çÅ ð¿× ÕÅñÅ ÃÆ ÇÂÃ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¶á» ÇñÖ¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯:

11. Ü¶Õð A Áå¶ B ç¯ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ P(A)  0 Áå¶ P(B/ A) = 1, å»

(A) A  B (B) B  A (C) B =  (D) A = 

12. Ü¶Õð P(A/B) > P(A), ÔË, å» Ô¶á Çç¼åÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆ ÃÔÆ ÔË :

(A) P(B|A) < P(B) (B) P(A B) < P(A) . P(B)

(C) P(B|A) > P(B) (D) P(B|A) = P(B)

13. Ü¶Õð A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ç¯ ØàéÅò» Ôé ÇÕ :

P(A) + P(B) – P(A Áå¶ B) = P(A), å»

(A) P(B|A) = 1 (B) P(A|B) = 1

(C) P(B|A) = 0 (D) P(A|B) = 0

ÃÅð-Á³ô

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ ç¶ î¹¼Ö Çì³çÈ Ô¶á ÇñÖÆ åð·» Ôé:

 ØàéÅ E çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ Üç¯º ÇÕ ØàéÅ F Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÔË, Ô¶á êÌÕÅð å¯º êåÅ ÕÆåÆ

ÜÅ ÃÕçÆ ÔË :
P(E F)

P(E|F)
P(F)


 , P ( F )  0

 0  P (E|F)  1, P (E| F) = 1 – P (E|F)

P (E  F|G) = P (E|G) + P (F|G) – P (E F|G)

 P (E F) = P (E) P (F|E), P (E)  0

Ü» P (E F) = P (F) (E|F), P (F)  0

 Ü¶Õð E Áå¶ F Á÷Åç ØàéÅò» Ôé, å»

P (E F) = P (E) P (F)

Áå¶ P (E|F) = P (E), P ( F )  0

P (F|E) = P (F), P(E)  0
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 Õ°¼ñ Ã¿íÅòéÅ çÆ êÌî¶ï :

î³é ñÀ° {E
1
, E

2
, ...E

n
) ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË Áå¶ E

1
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2
, ...E

n
, Çò¼Ú

Ôð¶Õ çÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð&ÇÃøð ÔËÍ éÅñ ÔÆ A ò¿é×Æ ÃîÈÔ éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÇÂ¼Õ ØàéÅ ÔË, å»
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1
) P (A|E

1
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2
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2
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n
) P(A|E

n
)

 ì¶ï÷ êÌî¶ï: Ü¶Õð E
1
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2
, ....E

n
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2
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2
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n
= S Áå¶ A ÇÂ¼Õ ×Ëð&ÇÃøð

Ã¿íÅòéÅ çÆ ØàéÅ ÔË å»

i i

1

P(E )P(A|E )
P(E |A)

P(E ) P(A|E )
i n

j j
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ÇÂÇåÔÅÇÃÕ é¯à

ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ å¶ ÁèÅÇðå Ö¶â Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ(î½ÕÅ)ç¶ îÅê çÅ êÇÔñÅ Ã¿çðí çÅå¶ å¶ çËòÆ Ã¹Ö»å

éÅàÕ å¶ ÇÂ¼Õ ÇòÁÅÇÖÁÅ Çò¼Ú ÇîñçÅ ÔËÍ Ü¶ðéÆî¯ºÕÅðâé (AE@A-AEGF) é¶ ÜÈÂ¶ ç¶ Ö¶â å¶

ÇÂ¼Õ ò¼â¶ Çéì¿è ÇÜÃçÅ é» ÒÇñìð â¶ ¬â¯ ÁñÕÅÂ¶Ó ÇñÇÖÁÅ ÃÆ ÇÜÔóÅ À°Ôé» ç¶ îðé å¯º ìÅÁç

AFFC Çò¼Ú êÌÕÅÇôå Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ ÇÂÃ Çéì¿è Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ç¯ êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼àä å¶ Ôð¶Õ ØàéÅ

ç¶ Áé°Õ±ñ éåÆÇÜÁ» çÆ Ç×äåÆ ç¶ ìÅð¶ ç¼ÇÃÁÅ ÔËÍ ×ËñÆñÆÀ° (AEFD-AFDB) é¶ Çå¿é

êÅÇÃÁ» ç¶ ÇÂ¼Õ Ö¶â Çò¼Ú Ã¿×å ç¶ îÅê ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÔËðÅéÆ òÅñÆ Çà¼êäÆ ÕÆåÆ ÔËÍ ×ËñÆñÆÀ°

é¶ Çòôñ¶ôé ÕÆåÅ ÃÆ ÇÕ Üç¯º Çå¿é êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË å» ÁÅÀ°ä òÅñÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò»

çÅ Ü¯ó A@ Ô¯äÅ Ü¯ó I å¯º ò¼è Ã¿íÅòÆ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Ü¯ó ù A@ Ô¯ä ç¶ éåÆÇÜÁ» çÆ Ç×äåÆ Ü¯ó

I ç¶ éåÆÇÜÁ» çÆ Ç×äåÆ å¯º ò¼è ÔËÍ

ÇÂÃ ô¹ðÈÁÅåÆ ï¯×çÅé å¯º ÇÂñÅòÅ ÇÂÔ ÁÅî å½ð å¶ î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ Ã¿íÅòéÅ ç¶

ÇòÇ×ÁÅé çÅ êÌîÅÇòå ñ¶Ö ÃåÅðòÆº ÃçÆ ç¶ ç¯ îÔÅé ×Çäå×» êÅÃÕñ (AFBC-AFFB) Áå¶

ÇêÁð¶ ç øðî» (AF@A-AFFE) ç¶ ÇòÚÕÅð Ô¯Â¶ ê¼åð-ÇòÔÅð å¯º Ô¯ÇÂÁÅÍ ÇÂ¼Õ øð»ÃÆÃÆ Ü¹ÁÅðÆ

ô¶ò¶ÇñÁð â¶ î¶ð¶ é¶ ÇÃè»ÇåÕ åðÕ Áå¶ ÜÈÂ¶ Çò¼Ú Üî·» êÌ¶Öò» Çò¼Ú Á³åðÇòð¯è çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ

ñÂÆ êÅÃÕñ å¯º ê¹¼ÇÛÁÅÍ ÇÂÃ êÌôé ç¶ Ô¼ñ ñÂÆ AFED êÌôé ç¶ Õ¯ñ êÅÃÕñ Áå¶ øðî» ç¶

ÇòÚÕÅð Ô¯Â¶ ê¼åð ÇòÔÅð çÆ ñóÆ Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÇòÇ×ÁÅé çÆ êÇÔñÆ éÆºÔ ð¼ÖÆ ×ÂÆÍ

êÅÃÕñ é¶ Ãî¼ÇÃÁÅ ù ìÆÜ ×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú Ô¼ñ ÕÆåÅ Üç¯º ÇÕ øðî» é¶ Ã¿Úï çÆ ÇòèÆÁ» çÅ

ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅÍ

îÔÅé ÔÅñËºâ ÇéòÅÃÆ ÇòÇ×ÁÅéÆ ÇÔïÜ¶é (AFBI-AFIE) ù êÅÃÕñ Áå¶ øðî» ç¶

ÇòÚÕÅð Ô¯Â¶ ê¼åð ÇòÔÅð ìÅð¶ ÜÅäÕÅðÆ ÇîñÆ å» À°Ôé» é¶ Ã¿íÅòéÅ çÆ êÇÔñÆ ê¹ÃåÕ Òâ¶

ð¶Çôï¯ÇÃÇéÃ ÇÂé ¬â¯ ÁñÅÇÂÓ ù êÌÕÅÇôå ÕÆåÅ ÇÜÃ Çò¼Ú Ã¿ï¯× ç¶ Ö¶â Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ å¶
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ìÔ¹å ÃÅð¶ ð¯ÚÕ êð î¹ôÇÕñ Ãî¼ÇÃÁ»ò» ç¶ Ô¼ñ Çç¼å¶Í Ã¿íÅòéÅ ÇÃè»å å¶ Á¼×¶ îÔÅé ÕÅðÜ

ÜËÕì ìðé½ñÆ (1654&1705)é¶ ÇÂ¼Õ ê¹ÃåÕ ÒÁÅðÃ Õ¿Ü¶Õà¶ºâÆÓ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÅ ÇÜÔóÅ

À°Ôé» ç¶ îðé å¯º ìÅÁç À°Ôé» ç¶ íåÆÜ¶ ÇéÕÅñÃ ìðé½ñÆ é¶1713Çò¼Ú êÌÕÅÇôå ÕÆåÆ ÃÆÍ

À°Ôé» ù ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé Ã¿íÅòéÅ ò¿â Òç¯-ÁèÅðÆ ò¿âÓ çÆ Ö¯Ü çÅ ÇÃÔðÅ òÆ Ü»çÅ ÔËÍ

Ã¿íÅòéÅ å¶ Á¼×¶ ÖÅÃ ÕÅðÜ ÒÁìðÅÔî â¶ î¯ÇòÁðÓ (1667&1754)çÆ ê¹ÃåÕ ÒçÆ

âÅÕÇàzé ÁÅë Ú»ÃÓ Çò¼Ú ÔË ÇÜÃù 1718 Çò¼Ú êÌÕÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ æÅîÃ ì¶÷

(1702&1761)é¶ À°Ôé» ç¶ é» å¶ îôÔÈð êÌî¶ï Òì¶ï÷-êÌî¶ïÓ ù ÇòÀ°åê¼åÆ Õðé ñÂÆ

ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅÍ îôÔÈð Ö×¯ñôÅÃåðÆ ÒÇêÁð¶ ÃÅÂÆîé â¶ ñÅêñÅÃÓ

(1749&1827)é¶ òÆ Ã¿íÅòéÅ ÇÃè»å å¶ ÕÅðÜ ÕÆåÅ Áå¶ 1812 Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÒÇæÀ±ðÆ

ÁËéÅÇñÇàÕ â¶Ã êÌÅì¶ÇìÇéàÆ÷Ó êÌÕÅÇôå ÕÆåÆÍ ÇÂÃç¶ ìÅÁç ðÈÃÆ ×Çäå×» ô¶ìÆô¶ò

(1821&1894), îÅðÕ¯ò (1856&1922), Â¶. ÇñÁÅê¯é¯ (1821&1918), Áå¶ Â¶. ÁËé.

ÕÅñî¯×Ì¯ò (1903&1987)é¶ Ã¿íÅòéÅ ÇÃè»å å¶ ÃÅðæÕ ï¯×çÅé Çç¼åÅÍ ÕÅñî¯×¯Ìò é¶

Ã¿íÅòéÅ çÅ ÃîÈÔ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÈåð Çç¼åÅÍ ÇÜÃù1933Çò¼Ú êÌÕÅÇôå ê¹ÃåÕ ÒÃ¿íÅòéÅ

ç¶ ÁèÅðíÈå ÇÃè»åÓ Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÇòôÅ Çò¼Ú Ã¶Ìôà î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅÍ
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ÁÇíÁÅÃ G.A

1.
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cos2
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x 2.
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sin3
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21

2
xe
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31
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ax b
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 5.
31 4

cos 2
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34

C
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xe x 

7.
3

C
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x
x  8.

3 2

C
3 2

ax bx
cx   9.

32
C

3
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10.
2

log 2 C
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x
x x   11.

2 4
5 C
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x
x

x
  

12.
7 3

2 2
2

2 8 C
7

x x x   13.
3

C
3

x
x 

14.
3 5

2 2
2 2

C
3 5

x x  15.
7 5 3

2 2 2
6 4

2 C
7 5

x x x  

16. 2 3sin + Cxx x e  17.
3

3 2
2 10

3cos C
3 3

x x x  

18. tan x + sec x + C 19. tan x – x + C
20. 2 tan x – 3 sec x + C 21. C
22. A

ÁÇíÁÅÃ G.B

1. log (1 + x2) + C 2.
31

(log| |) C
3

x  3. log 1+log Cx 

4. cos (cos x) + C 5.
1

cos2( ) C
4

ax b
a

  

6.
3

2
2

( ) C
3

ax b
a

  7.
5 3

2 2
2 4

( 2) ( 2) C
5 3
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2 2
1

(1 2 ) C
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x  9.
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2 2
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x x   10. 2log 1 Cx  
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3

x x  
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15.
21

log|9 4 | C
8

x   16.
2 31

C
2

xe  

17. 2

1
C

2 xe
  18.

1tan Cxe


 19. log( )+Cx xe e

20.
2 21

log( ) C
2

x xe e  21.
1

tan (2 3) C
2

x x  

22.
1

tan (7 4 ) C
4

x   23.
1 21

(sin ) C
2

x 

24.
1

log 2sin 3cos C
2

x x  25.
1

C
(1 tan )x




26. 2sin Cx  27.
3

2
1

(sin 2 ) C
3

x  28. 2 1+sin Cx 

29.
21

(logsin ) C
2

x  30. – log 1+cos Cx  31.
1

C
1+cos x



32.
1

log cos sin C
2 2

x
x x   33.

1
log cos sin C

2 2

x
x x  

34. 2 tan Cx  35.
31

(1 log ) C
3

x  36.
31

( log ) C
3

x x 

37.
1 41

cos(tan ) C
4

x  38. D

39. B

ÁÇíÁÅÃ G.C

1.
1

sin (4 10) C
2 8

x
x   2.

1 1
cos7 cos C

14 2
x x  

3.
1 1 1 1

sin12 sin8 sin 4 C
4 12 8 4
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4. 31 1
cos(2 1) cos (2 1) C

2 6
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6 41 1
cos cos C

6 4
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6.
1 1 1 1

cos6 cos 4 cos2 C
4 6 4 2

x x x
 

    

7.
1 1 1

sin 4 sin12 C
2 4 12

x x
 

   
8. 2tan C

2

x
x 

9. tan C
2

x
x  10.

3 1 1
sin 2 sin 4 C

8 4 32

x
x x  

11.
3 1 1

sin 4 sin8 C
8 8 64

x
x x   12. x – sin x + C

13. 2 (sinx + x cos) + C 14.
1

C
cos +sinx x

 

15.
31 1

sec 2 sec2 C
6 2

x x  16.
31

tan tan C
3

x x x  

17. sec x – cosec x + C 18. tan x + C

19.
21

log tan tan C
2

x x  20. log cos sin Cx x 

21.
2

C
2 2

x x
  22.

1 cos( )
log C
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a b x b




 

23. A 24. B

ÁÇíÁÅÃ G.D

1. 1 3tan + Cx 2.
21

log 2 1 4 C
2

x x  

3. 2

1
log C

2 4 5x x x


   
4.

–11 5
sin C

5 3

x


5.
1 23
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2 2
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3

1 1
log C
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x
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7.
2 21 log 1 Cx x x     8.

3 6 61
log C

3
x x a  

9.
2log tan + tan +4 Cx x  10.

2log 1 2 2 Cx x x    

11.
11 3 1
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6 2

x  
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–1 3
sin C

4
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13.
23
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2
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41
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15.
+

log – ( )( ) C
2

a b
x x a x b   
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18.
2 15 11 3 1
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x
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19.
2 29

6 – 9 + 20 34log 9 20 C
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x x x x x     

20.
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21.
2 22 +3 log 1 2 3 Cx x x x x      
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23.
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9.
π

2

10.
π

4
11.

1 3
log

2 2
12.

π

4

13.
1

2
log 2 14.

11 3
log6 tan 5

5 5



15.
1

2
(e – 1) 16.

5 5 3
5– 9log log

2 4 2

 
  

17.
4

2
1024 2

 
  18. 0 19.

3
3log 2

8




20. 1 +
4 2 2

π π
 21. D 22. C
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ÁÇíÁÅÃ G.I

1.
1

log 2
2

2.
64

231
3.
π

2
– log 2

4.
16 2

( 2 1)
15

 5.
π

4
6.

1 21 5 17
log

417



7.
π

8
8.

2 2( 2)

4

e e 
9. D

10. B

ÁÇíÁÅÃ G.A@

1.
π

4
2.
π

4
3.
π

4
4.
π

4

5. 29 6. 9 7.
1

( 1)( 2)n n 

8.
π

log 2
8

9.
16 2

15
10.

π 1
log

2 2
11.

π

2
12.  13. 0 14. 0 15. 0

16. –  log 2 17.
2

a
18. 5 20. C

21. C

ÁÇèÁÅÇÂ G Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1.

2

2

1
log C

2 1

x

x



2.

3 3

2 2
2

( ) ( ) C
3( )

x a x b
a b

 
    

   

3.
( )2

– C
a x

a x


 4.

1

4

4

1
– 1+ C

x

 
  

5.
1 1 1

3 6 62 3 6 6log(1 ) Cx x x x    

6.
2 11 1 3

log 1 log ( 9) tan C
2 4 2 3

x
x x      
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7. sin log sin ( ) cos Ca x a x a   8.
3

C
3

x


9.
–1 sin

sin C
2

x 
   10.

1
sin 2 C

2
x 

11.
cos ( )1

log C
sin ( – ) cos( )

x b

a b x a





12.

1 41
sin ( ) C

4
x 

13.
1+

log C
2+

x

x

e

e

 
  

14.
1 11 1

tan tan C
3 6 2

x
x  

15.
41

cos C
4

x  16.
41

log( 1) C
4

x  

17.

+1[ ( + )]
C

( +1)

nf ax b

a n
 18.

sin ( )–2
C

sin sin

x

x








19. 1 2–2 1– cos Cx x x x   

20. ex tan x + C 21.
1

2log +1 3log 2 C
1

x x
x

    


22.
1 21

cos 1 C
2

x x x     
23.

3

2

2 2

1 1 1 2
– 1 log 1 C

3 3x x

    
           

24. 2e


25.
8



26.
6


27.

1 ( 3 1)
2sin

2
 

28.
4 2

3
29.

1
log9

40

30.
π

1
2
 31.

19

2
38. A 39. B

40. D

ÁÇíÁÅÃ H.A

1. 12 2. 6 3. A 4. B
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ÁÇèÁÅÇÂ H Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. (i)
7

3
(ii) 624.8

2. 9 3. 4 4. D 5. C

ÁÇíÁÅÃ I.A

1. ´î D; ØÅå êÇðíÅÇôå éÔÆº 2. ´î A; ØÅå A

3. ´î B; ØÅå A 4. ´î D; ØÅå êÇðíÅÇôå éÔÆº

5. ´î B; ØÅå A 6. ´î C; ØÅå B

7. ´î C; ØÅå A 8. ´î A; ØÅå A

9. ´î B; ØÅå A 10. ´î B; ØÅå A

11. D 12. A

ÁÇíÁÅÃ I.B

11. D 12. D

ÁÇíÁÅÃ I.C

1. 2 tan C
2

x
y x   2. y = 2 sin (x + C)

3. y = 1 + Ae–x 4. tan tan Cx y 

5. y = log (ex + e–x) + C 6.
3

–1tan = + C
3

x
y x 

7. y = ecx 8. x – 4 + y –4 = C

9. y = x sin–1x + 21– x + C 10. tan y = C ( 1 – ex)

11.
2 2 3 –11 1

log ( 1) ( 1) tan 1
4 2

y x x x      

12.

2

2

1 1 1 3
log – log

2 2 4

x
y

x

 
  

 
13.

2
cos

y
a

x

 
  

14. y = sec x 15. 2y – 1 = ex ( sin x – cos x)

16. y – x + 2 = log (x2 (y + 2)2) 17. y2 – x2 = 4
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18. (x + 4)2 = y + 3 19.

1

3(63 27)t 

20. 6.93% 21. Rs 1648

22.
2log 2

11
log

10

 
  

23. A

ÁÇíÁÅÃ I.D

1.
2( ) C

y

xx y x e


  2. log Cy x x x 

3.
–1 2 21

tan log( ) C
2

y
x y

x

 
   

 
4. x2 + y2 = Cx

5.
1 2

log log C
2 2 2

x y
x

x y


 


6. 2 2 2+ + Cy x y x

7. xy cos
y

x
= C 8. 1 cos Csin

y y
x

x x

    
     

    

9. cy = log 1
y

x
 10. C

x

yye x 

11. log ( x2 + y2) + 2 tan–1
y

x
=
π

log 2
2


12. y + 2x = 3x2 y 13. cot log
y

ex
x

 
 

 

14. cos log
y

ex
x

 
 

 
15.

2
( 0, )

1 log

x
y x x e

x
  



16. C 17. D

ÁÇíÁÅÃ I.E

1. y =
1

5
(2sin x – cos x) + C e–2x 2. y = e–2x + Ce–3x

3.
4

C
4

x
xy   4. y (sec x + tan x) = sec x + tan x – x + C
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5. y = (tan x – 1) + Ce–tanx 6.
2

2(4log 1) C
16

x
y x x  

7.
2

log (1 log ) Cy x x
x


   8. 2 1 2 1=(1+ ) log sin C(1 )y x x x  

9.
1 C

cot
sin

y x
x x x

   10. (x + y + 1) = C ey

11.
2 C

3 y

y
x   12. x = 3y2 + Cy

13. y = cos x – 2 cos2 x 14. y (1 + x2) = tan–1 x –
4



15. y = 4 sin3 x – 2 sin2 x 16. x + y + 1 = ex

17. y = 4 – x – 2 ex 18. C 19. D

ÁÇèÁÅÇÂ I Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. (i) ´î B; ØÅå A (ii) ´î A; ØÅå C

(iii) ´î D; ØÅå êÇðíÅÇôå éÔÆº

4. sin–1y + sin–1x = C 6. cos y =
sec

2

x

7. tan–1 y + tan–1(ex) =
π

2
8. C

x

ye y 

9. log – 1x y x y   10.
2 (2 C)xy e x 

11.
2

2 π
sin 2 (sin 0)

2
y x x x   12.

2 1
log , 1

1

x
y x

x


  



13. C 14. C

15. C
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ÁÇíÁÅÃ A@.A

1. Çç¼å¶ ÇÚ¼åð Çò¼Ú, òËÕàð OP


ñ¯óÆºç¶ ÇòÃæÅêé ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

2. (i) ÃÕ¶ñð (ii) òËÕàð (iii) ÃÕ¶ñð (iv) ÃÕ¶ñð (v) ÃÕ¶ñð

(vi) òËÕàð

3. (i) ÃÕ¶ñð (ii) ÃÕ¶ñð (iii) òËÕàð (iv) òËÕàð (v) ÃÕ¶ñð

4. (i) òËÕàð a


Áå¶ b


ÇÂ¼Õ¯ Çì³çÈ å¯º ô¹ðÈ Ô¯ä òÅñ¶ ÔéÍ

(ii) òËÕàð b


Áå¶ d


ìðÅìð ÔéÍ

(iii) òËÕàð Áå¶ c


ÇÂ¼Õ¯ ð¶ÖÅ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú Ôé êð ìðÅìð éÔÆºÍ

5. (i) Ã¼Ú (ii) ÞÈá (iii) ÞÈá (iv) ÞÈá

ÁÇíÁÅÃ A@.B

1. 3, 62, 1a b c  
 

2. Ã¿íÅòÆ À°µåð» çÆ Ç×äåÆ Áé§å ÔËÍ

3. Ã¿íÅòÆ À°µåð» çÆ Ç×äåÆ Áé§å ÔËÍ

4. x = 2, y = 3 5. –7 Áå¶ 6; ˆ7 6i j ¡Â∂

6. ˆˆ4 j k  7.
1 1 2 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k 

8.
1 1 1 ˆˆ ˆ
3 3 3

i j k  9.
1 1 ˆˆ
2 2

i k

ÃÕ¶ñ
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10.
40 8 16 ˆˆ ˆ
30 30 30

i j k  12.
1 2 3

, ,
14 14 14

13.
1 2 2

, ,
3 3 3

  15. (i)
1 4 1 ˆˆ ˆ
3 3 3

i j k   (ii) ˆˆ3 3i k 

16. ˆˆ ˆ3 2i j k  18. (C) 19. (B), (C), (D)

ÁÇíÁÅÃ A@.C

1.
π

4
2. –1 5

cos
7

 
  

3. 0

4.
60

114
6.

16 2 2 2
,

3 7 3 7
7.

22
6 11 . – 35a a b b

  

8. 1, 1a b 


9. 13 10. 8

12. òËÕàð b


Õ¯ÂÆ òÆ òËÕàð Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ 13.
3

2



14. Õ¯ÂÆ òÆ ç¯ ×Ëð-ÇðäÅåîÕ Áå¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ¦ì òËÕàð» a


Áå¶ b


ñò¯Í

15.
–1 10

cos
102

 
   18. (D)

ÁÇíÁÅÃ A@.D

1. 19 2 2.
2 2 1 ˆˆ ˆ
3 3 3

i j k   3.
π 1 1 1

; , ,
3 2 22

5.
27

3,
2

6. Ü» 0 0a b 


;k

8. éÔÆº, Õ¯ÂÆ òÆ ×Ëð-ÇÃøð ÇÂ¼Õ¯ ð¶ÖÅ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú òËÕàð» ù ñò¯Í

9.
61

2
10. 15 2 11. (B) 12. (C)

ÁÇèÁÅÇÂ A@ Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1.
3 1ˆ ˆ

2 2
i j

2. 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1– , – , ; ( ) ( ) ( )x x y y z z x x y y z z     

Ü»
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3.
5 3 3ˆ ˆ

2 2
i j




4. éÔÆº, a


, b


Áå¶ c


ù Çåzí¹Ü çÆÁ» Çå¿é» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°Í

5.
1

3
 6.

3 10ˆ ˆ10
2 2

i j 7.
3 3 2 ˆˆ ˆ
22 22 22

i j k 

8. 2 : 3 9. 3 a


+ 5 b


10.
1 ˆˆ ˆ(3 – 6 2 ); 11 5
7

i j k

12.
1 ˆˆ ˆ(160 – 5 – 70 )
3

i j k 13. = 1 16. (B)

17. (D) 18. (C) 19. (B)

ÁÇíÁÅÃ AA.A

1.
1 1

0, ,
2 2


2.

1 1 1
, ,

3 3 3
   3.

11

2
,

11

6
,

11

9 

5.
2 2 3 2 3 2 4 5 1

, , ; , , ; , ,
1717 17 17 17 17 42 42 42

     

ÁÇíÁÅÃ AA.B

4. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 (3 2 2 )r i j k i j k      


ÇÜ¼æ¶  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

5. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 ( 2 )r i j k i j k      


Áå¶ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê
1

4

2

1

1

2









 zyx

ÔËÍ

6.
6

5

5

4

3

2 





 zyx

7. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(5 4 6 ) (3 7 2 )r i j k i j k      


8. (i)  =
1 19

cos
21

  
 
 

, (ii)  =
1 8

cos
5 3

  
  
 

9. (i)  =
1 26

cos
9 38

  
  
 

(ii)  =
1 2

cos
3
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10.
70

11
p  12.

3 2

2
13. 2 29

14.
3

19
15.

29

8

ÁÇèÁÅÇÂ AA Óå¶ ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. 90° 2.
1 0 0

x y z
 

3.
10

7
k


 4. 9

5. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 (2 3 6 )r i j k i j k      

ÁÇíÁÅÃ AB.A

1. (0, 4) å¶ ò¼è å¯º ò¼è Z = 16

2. (4, 0) å¶ Ø¼à-Ø¼à Z = – 12

3.
20 45

,
19 19

 
  

å¶ ò¼è å¯º ò¼è Z =
235

19

4.
3 1

,
2 2

 
   å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z = 7

5. (4, 3) å¶ Z = 18

6. (6, 0) Áå¶ (0, 3) ù Çîñä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â å¶ ÃÇæå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z = 6.

7. (60, 0) å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z = 300;

(120, 0) Áå¶ (60, 30) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â Óå¶ ÃÇæå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ ò¼è å¯º ò¼è

Z = 600;

8. (0, 50) Áå¶ (20, 40) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â å¶ ÃÇæå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z =

100.

(0, 200) å¶ ò¼è å¯º ò¼è Z = 400

9. Z çÅ Õ¯ÂÆ ò¼è å¯º ò¼è î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

10. ÇÕÀ°ºÇÕ Õ¯ÂÆ Ã¿×å Ö¶åð éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ Z çÅ ò¼è å¯º ò¼è î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ
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ÁÇíÁÅÃ AC.A

1.    
2 1

P E|F , P F|E
3 3

  2.  
16

P A|B
25



3. (i) 0.32 (ii) 0.64 (iii) 0.98

4.
11

26

5. (i)
4

11
(ii)

4

5
(iii)

2

3

6. (i)
1

2
(ii)

3

7
(iii)

6

7

7. (i) 1 (ii) 0

8.
1

6
9. 1 10. (a)

1

3
, (b)

1

9

11. (i)
1

2
,

1

3
(ii)

1

2
,

2

3
(iii)

3

4
,

1

4

12. (i)
1

2
(ii)

1

3
13.

5

9

14.
1

15
15. 0 16. C 17. D

ÁÇíÁÅÃ AC.B

1.
3

25
2.

25

102
3.

44

91

4. A Áå¶ B ÁÅ÷Åç ÔéÍ

6. E Áå¶ F ÁÅ÷Åç éÔÆº ÔéÍ

7. (i)
1

10
p  (ii)

1

5
p 

8. (i) 0.12 (ii) 0.58 (iii) 0.3 (iv) 0.4

9.
3

8
10. A Áå¶ B ÁÅ÷Åç éÔÆº ÔéÍ
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11. (i) 0.18 (ii) 0.12 (iii) 0.72 (iv) 0.28

12.
7

8
13. (i)

16

81
, (ii)

20

81
, (iii)

40

81

14. (i)
2

3
, (ii)

1

2
15. (i) , (ii) 16. (a)

1

5
, (b)

1

3
, (c)

1

2

17. D 18. B

ÁÇíÁÅÃ AC.C

1.
1

2
2.

2

3
3.

9

13
4.

12

13

5.
22

133
6.

4

9
7.

1

52
8.

1

4

9.
2

9
10.

8

11
11.

5

34
12.

11

50

13. A 14. C

ÁÇèÁÅÇÂ AC Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. (i) 1 (ii) 0

2. (i)
1

3
(ii)

1

2

3.
20

21
4.

10
10 10

7

1 C (0.9) (0.1)r r
r

r





 5.
2

7

6.
1 2 8

, ,
15 5 15

7.
14

29
8.

3

16

9. (i) 0.5 (ii) 0.05 10.
16

31

11. A 12. C 13. B

——


